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Kapitel 0

Mathematische Grundlagen

0.1 Aussagen

Diese Sektion ist eine knappe und informelle Einfithrung in die mathematische Logik. Wir
werden die nicht-konstruktive Logik kennenlernen, die mit der Mengenlehre eng verzahnt
ist. Sie ist die sogenannte interne Logik der klassischen Mengenlehre.

0.1.a Definition und Beispiele

Definition 0.1.1. Eine (mathematische) Aussage ist ein sprachlicher Ausdruck, der einen
eindeutigen Wahrheitswert besitzt, welcher entweder wahr oder falsch lauten kann'. Eine
Aussage kann ggf. Formeln und Symbole enthalten.

Wir benutzen die Abkiirzungen w und f fiir wahr und falsch. In der Literatur werden
auch oft die Symbole T und _L fiir wahr und falsch benutzt.

Beispiel 0.1.2. Die Ausdriicke ‘wahr” und “falsch’ sind selber Aussagen mit den jewei-
ligen Wahrheitswerten. Folgende sprachliche Ausdriicke sind mathematische Aussagen:

T+1=2"(w)

e '14+1=3(f)

* ‘Es gibt unendlich viele Primzahlen.” (w)

e ‘Fiir jede reelle Zahl y gibt es eine reelle Zahl x mit y = z?.” (f)

* ‘Jede gerade ganze Zahl, die grofier als 2 ist, ist die Summe aus zwei Primzahlen.’
(unbekannt?)

Aufgrund fehlender bzw. unvollstindiger Spezifikation sind folgende Ausdriicke keine
Aussagen:

¢ “Aachen ist cool.

e ‘a+b=c’

Yauch wenn der Wahrheitswert noch nicht bekannt ist
“Die Goldbachsche Vermutung vom Jahr 1742 besagt, dass diese Aussage wahr ist. Sie ist bereits fiir 18-
stellige Zahlen mit dem Computer verifiziert worden.

1



2 KAPITEL 0. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

0.1.b Zusammensetzung und Verneinung

Definition 0.1.3. Fiir beliebige Aussagen A und B definieren wir die Wahrheitswerte
tir folgende zusammengesetzte Aussagen:

(1) ‘Nicht A”: Die Verneinung (oder Negation) —A ist genau dann wahr, wenn A falsch
ist.

(2) “Aund B’: Die Konjunktion A A B ist genau dann wahr, wenn A und B wahr sind.

(3) “A oder B’: Die Disjunktion AV B ist genau dann wahr, wenn A oder B (oder beide)
wahr sind.

(4) ‘Entweder A oder B’: Das exklusive oder AV B ist genau dann wahr, wenn entweder
A oder B wahr ist (aber nicht beide wahr sind).
Andere Sprechweisen: ‘A x-or B’ bzw. ‘A x-oder B’.

(5) ‘A impliziert B”: Die Implikation A = B ist genau dann falsch, wenn A wahr ist
und B nicht.
Andere Sprechweisen: ‘aus A folgt B’ bzw. ‘wenn A dann B’.

(6) ‘Aist daquivalent zu B’: Die Aquivalenz A <= B ist genau dann wahr, wenn A und
B den gleichen Wahrheitswert besitzen.

Andere Sprechweisen: ‘A gilt genau dann, wenn B gilt’.

Die obigen Definitionen fassen wir in einer Wahrheitstabelle zusammen:

A|B|-A|ANB|AVB|AYB| A = B|A < B
w|wl| f w W f w W
w | f f f w w f f
flwi| w f w w w f
f|f| w f f f w w

Die Symbole —, A, V, Y, = , <= werden Junktoren genannt, der erste ist 1-stellig
und die restlichen 2-stellig. Die konstanten Aussagen w und f (bzw. T und L) kdnnen als
0-stellige Junktoren angesehen werden. Aufgrund der fehlenden Operatorrangfolge benut-
zen wir Klammern, um etwa (A A B) V C' von A A (B V C') zu unterscheiden.

Beispiel 0.1.4.
(1) Die Verneinung von ‘1 +1 = 2’ ist: ‘Es gilt nicht, dass 14 1 = 2 ist’. Eine kiirzere Form
wadre ‘1 + 1 ist ungleich 2’ oder rein symbolisch ‘1 + 1 # 2’. Diese negierte Aussage ist

falsch.

(2) Die Negation von ‘Das Glas ist voll” ist ‘Das Glas ist nicht voll’. Beachte: 'Das Glas ist
leer” ist nicht die Negation von ‘Das Glas ist voll’.

(3) Die Verneinung von “Alle Gléser sind voll” ist “Nicht alle Gldser sind voll’, oder gleich-
bedeutend ‘Es gibt ein Glas, das nicht voll ist’.

(4) Folgende Aussage ist wahr: Wenn 1+ 1 = 3, dannist1+ 1 = 2.

(5) Folgende Aussage ist wahr: Wenn 1+ 1 = 3, dannist1 +1 = 5.
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0.1.c Aussageformen und Pridikatenlogik

Dies ist ein Miniabstecher in die Pradikatenlogik.

Definition 0.1.5. Eine Aussageform (oder Pradikat) ist ein sprachlicher Ausdruck, der
endlich viele ungebundene (oder freie) Individuenvariablen enthilt, und der fiir jede Be-
legung aller vorkommenden Individuenvariablen mit konkreten Objekten zu einer Aussa-
ge wird.

Beispiel 0.1.6.

* ‘a+b = c ist eine Aussageform. Werden die Variablen «a, b, c etwa mit (reellen) Zahlen
belegt, so entsteht eine Aussage (mit eindeutigem Wahrheitswert).

* ‘zist an der RWTH Aachen eingeschrieben” ist eine Aussageform. Wird die Variable
x etwa mit einem beliebigen Menschen belegt, so entsteht eine Aussage.

e ‘Fiir jede reelle Zahl y gibt es eine reelle Zahl = mit y = 22.” ist dagegen bereits eine
(falsche) Aussage, da die Variablen = und y durch die logischen Quantoren ‘fiir alle’
bzw. ‘fiir jeden” (Allquantor V) und ‘es existiert’ bzw. ‘es gibt” (Existenzquantor 3)
bereits gebunden wurden.

Bemerkung 0.1.7. Eine Aussageform ist selbst keine Aussage. Die Zusammensetzung
von Aussageformen mittels Junktoren ist wieder eine Aussageform.

Beispiel 0.1.8. Seien A(t) die Aussageform ‘Der Projektor im Horsaal TEMP 2 ist zum
Zeitpunkt t aus’ und B(t) die Aussageform ‘Im Horsaal TEMP 2 findet zum Zeitpunkt ¢
keine Vorlesung statt’. Dann ist auch “A(t) = B(t)’ eine Aussageform. Fiir jede Belegung
der Variable ¢ mit einem Zeitpunkt erhalten wir eine Aussage, deren Wahrheitswert von ¢
abhdngt. Wann ist sie falsch?

0.1.d Logische Aquivalenzen und Tautologien
Definition 0.1.9.

(1) Ein logischer Term ist ein Ausdruck bestehend aus endlich vielen Aussagevariablen
A, B, ..., die mit Junktoren w, f,—, A, ... verkniipft sind. Durch die Belegung der
Aussagevariablen mit Wahrheitswerten erhilt der Term selbst einen Wahrheitswert.

(2) Zwei logische Terme S und 7, definiert auf derselben Menge von Aussagevariablen,
heiflen logisch dquivalent (geschrieben S = T'), wenn S und 7" denselben Wahrheits-
wert fiir jede Belegung der Aussagevariablen mit Wahrheitswerten haben.

(3) Eine logischer Term 7" heifdt Tautologie, falls 7" = w.
(4) Eine logischer Term W heifst Widerspruch, falls W = f.
Beispiel 0.1.10.

(1) AVB=(AAN-B)V (—~ANAB).
Wir sagen daher, das ¥ durch —, A, V ausgedriickt werden kann.

2) A = B=-(AA-B)=-AVE.
(3) A <> B=(A = B)A(B = A)=-(AVDB).
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Beispiel 0.1.11. Wichtige Tautologien sind:

(1) Modus Ponens:
(AN(A = B)) = B

(2) Tertium non datur (Gesetz des ausgeschlossenen Dritten):

AV —-A

(3) de Morgan Gesetze:

-(AAB) < (-AV-B)
-(AV B) < (-AA-B)

(4) Kontraposition:
(A = B) <= (-B = -A)

Bemerkung 0.1.12. Seien S,T' logische Terme. Dann gilt S = T genau dann, wenn
S <= T eine Tautologie ist.

Bemerkung 0.1.13. Tautologien konnen als Beweisstrategien benutzt werden. Mochte
man etwa A = B zeigen, so kann man nach der Kontraposition anstelle dessen -8 —
—A zeigen.

0.1.e Sprachliche Konventionen

(1) Das Wort “ein” bedeutet immer ‘mindestens ein’. Wenn ‘genau ein” gemeint ist, dann
muss dies explizit gesagt werden.

(2) In einer Aufzdhlung von Objekten z1,...,z, heiflen zy,...,z, paarweise verschie-
den, wenn keine zwei Objekte der Aufzdhlung gleich sind. Davon zu unterscheiden
ist “verschieden” im Sinne von ‘nicht alle gleich’.

(3) Es gibt diverse Sprechweisen fiir das Wort impliziert:

Term | Sprechweise
A — B A impliziert B.
Wenn A, dann B.
Sei A. Dann B.
Aus A folgt B.

Sei A. Daraus folgt B.
B dann, wenn A.
B, falls A.
Sei A. Insbesondere B.
A vorausgesetzt, dann B.

A ist eine hinreichende Bedingung fiir B.
B ist eine notwendige Bedingung fiir A.

A nur dann, wenn B.

Ein suggestives Beispiel solcher Aussagen wire:
A =Er besteht die Klausur’
B = “Er hat den Stoff verstanden’.



0.2. MENGEN 5
0.2 Mengen

0.2.a Definition und Beispiele

Georg Kantor gilt als Begriinder der Mengenlehre.

Unter einer “Menge” verstehen wir jede Zusam-
menfassung M von bestimmten wohlunterschiede-
nen Objekten m unserer Anschauung oder unseres
Denkens (welche die “Elemente” von M genannt
werden) zu einem Ganzen.

— Georg Cantor, 1895

Schrankt man den Begriff der “Zusammenfassung” nicht weiter ein, so darf z.B. eine
Menge sich selbst enthalten. Bertrand Russel hat 1901 eingesehen, dass wenn man wie-
derum alle Mengen, die sich nicht enthalten, zu einer Menge zusammenfasst, so einen of-
fensichtlichen Widerspruch erhilt. Dessen ungeachtet einigen wir uns auf folgende (naive)
Definition.

Definition 0.2.1. Eine Menge M ist etwas, zu dem jedes beliebige Objekt = entweder
Element der Menge ist (geschrieben = € M) oder nicht (geschrieben = ¢ M).

Mengen sind also dadurch gekennzeichnet, dass ‘z € M’ fiir jedes konkrete Objekt =
eine Aussage ist, bzw. dass ‘z € M’ eine Aussageform ist. Umgekehrt ist fiir jede Aussage-
form A(x) die Zusammenfassung aller z, fiir die A(z) wahr ist, eine Menge (vgl. Schreib-
weise (c) unten).

Bemerkung 0.2.2. Zermelo und Fraenkel haben die obige naive Definition der Mengen-
lehre durch ein Axiomensystem (ZF) ersetzt, welches wir in dieser Vorlesung aus Zeitgriin-
den auslassen miissen. Eine Menge im Sinne von ZF darf sich nicht enthalten.

Definition 0.2.3. Seien M, N zwei Mengen. Die Menge N heifit eine Teilmenge von M
und M eine Obermenge von N (geschrieben N C M), wenn fiir alle z € N gilt: x € M.
Das Zeichen C heifst Inklusion. Die Mengen M und N heiflen gleich (geschrieben M = N),
wenn M C Nund N C M.

Eine Menge M heifit endlich, wenn M nur endlich viele Elemente besitzt. Man schreibt
in diesem Fall | M| fiir die Anzahl der Elemente von M. Man nennt |M/| die Méachtigkeit von
M. Andernfalls heifst A/ unendlich und man schreibt | M| = oc.

Schreibweise.

(1) Aufzéhlen: Die Elemente werden zwischen geschweiften Klammern aufgelistet. Rei-
henfolge und Wiederholung spielen dabei keine Rolle, z.B. ist

{1,2,3} = {2,1,3} = {1,3,2,2,3}.
(2) Beschreiben: Mengen konnen durch Worte beschrieben werden, etwa:

Menge der nattirlichen Zahlen = {1,2,3,4,5,...}
Menge der ganzen Zahlen={...,—2,-1,0,1,2,...}
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(3) Aussondern: Sei M eine Menge und A(z) eine Aussageform, so bezeichnet

{v e M| A(z)}

diejenige Teilmenge von M, die aus allen Elementen besteht, fiir die A(z) wahr ist
(gesprochen ‘Die Menge aller = aus M mit A(x)’).

Bezeichnen wir wie iiblich die Menge der natiirlichen mit N, so ist

{n € N | nist ungerade}

die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen, also {1, 3,5,7,...}.

(4) Abbilden: Ist M eine Menge und e(z) fiir jedes x € M ein Objekt, so bezeichnet

{e(x):z € M}

die Menge aller Objekte e(z), wobei z alle Elemente der Menge M durchlauft.

Z.B.ist {n? : n € N} die Menge aller natiirlichen Quadratzahlen.

Abbilden und Aussondern kénnen kombiniert werden: {n? : n € N | n ungerade} ist
somit die Menge {1,9, 25,49, ...} aller Quadrate von ungeraden nattirlichen Zahlen.

Bemerkung 0.2.4. Eine Kombination von : und | wird haufig abgekiirzt. Z.B. wiirde
man fiir die obige Menge eher {n* | n € N, n ungerade} schreiben.

Beispiel 0.2.5. Haufig auftretende Mengen sind:

Symbol Beschreibung Definition

0 leere Menge {1

n n-elementige Menge {1,2,...n}

N nattrliche Zahlen {1,2,3,...}

Ny nattiirliche Zahlen einschliefSlich 0 {0,1,2,3,...}

P Primzahlen {2,3,5,7,11,13,.. .}

7 ganze Zahlen {..,=2,-1,0,1,2,...}

Q rationale Zahlen {§:a€ZbeN}

R reelle Zahlen {xay...ap,b1by... a;,b; €{0,1,...,9}}
R-o positive reelle Zahlen {xreR|z >0}
R>o nicht-negative reelle Zahlen {reR|x>0}

C komplexe Zahlen {a+bi|abeR}

Nur die ersten beiden Mengen der Tabelle sind endlich: || = 0 und |n| = n fir alle n € N,.

Es gilt:

f=0clc2c---cNcNycZcQcRcC.

ﬁbung 0.2.1 (Das Russelsche Paradoxon). Man betrachte die ,Menge”

M ={N | N Mengeund N ¢ N},

d.h. die Menge aller Mengen, die sich selbst als Element nicht enthalten. Gilt M € M oder

M ¢ M2
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0.2.b Quantifizierte Aussagen

Sei A(x) eine Aussageform. Setzt man in A(x) fiir « ein konkretes Objekt ein, so sagt man,
x wird spezifiziert; es entsteht eine Aussage. Wie wir in der ersten Vorlesung erwahnt
haben, haben wir durch die Quantifizierung tiber x zwei weiteren Moglichkeiten aus A(z)
eine Aussage zu machen:

‘Fur alle z € M gilt A(x)” bzw. ‘Esgibteinx € M, fiir das A(z) gilt'.

In der ersten Vorlesung konnten wir nicht genauer darauf eingehen, da wir noch keinen
Mengenbegriff hatten.

Beispiel 0.2.6.

(1) Sei A(z) die Aussageform ‘z > 1’. Dann ist ‘Es existiert ein € N mit A(z)” wahr.
Dagegen ist ‘Fiir alle v € N gilt A(x) falsch.

(2) Sei A(t) die Aussageform ‘Zum Zeitpunkt ¢ gilt: Projektor ist aus = Vorlesung
findet nicht statt’. Die Aussage wire falsch, sobald es einen Zeitpunkt gibt, wo eine
Dozentin oder ein Dozent Vorlesung hat und sie oder er den Projektor nicht braucht
und ihn deswegen oder aus Versehen ausschaltet. Dann wére auch die Aussage ‘Es
gibt einen Zeitpunkt ¢t mit ~A(¢)” wahr und ‘Fiir alle Zeitpunkte ¢ gilt A(¢)” falsch.

(3) Die Verneinung von ‘Fiir alle » € M gilt A(z)’ lasst sich als ‘Es existiert + € M mit
—A(x)" bzw. ‘Es existiert x € M fiir das A(x) nicht gilt’ formulieren.

(4) Die Verneinung von ‘Es existiert ein z € M mit A(z) lasst sich als “Fiir alle z € M gilt
—A(z)” formulieren.

Ubung 0.2.2.
(1) Was ist die Verneinung von ‘Es gibt eine Person im Horsaal, die ihr Handy aus hat’?

(2) Wie lautet der Wahrheitswert der Aussagen ‘Fiir alle z € 0 gilt A(z)" und ‘Es gibt
z € ) mit A(z)"?

0.2.c Konstruktion von Mengen
Definition 0.2.7 (Mengenoperationen). Seien M, N Mengen.
(1) MNN ={z |z € M Az e N} heiit der Durchschnitt von M und N.

)
(2 MUN ={z |z € MV xz e N} heifit die Vereinigung von M und N.
(3) M — N :={z |z € MAzx¢ N} heifsit die Differenzmenge, gesprochen “)/ ohne N”.
)

(4) M x N ={(z,y) | r € M Ny € N} heifst kartesisches Produkt von M und N. Hierbei
ist (z, y) ein geordnetes Paar. Zwei geordnete Paare (z, y) und (2’,y’) sind genau dann
gleich, wenn z = 2’ und y = ¥/ ist.

&) M" = {(z1,...,2) | ®1,...,2, € M} heiflt n-faches kartesisches Produkt von M
(n € N). Hierbei ist (z1,...,2,) ein n-Tupel tiber M. Zwei n-Tupel sind genau dann
gleich, wenn ihre i-ten Eintrdge gleich sind fiiri = 1,...,n.

(6) Pot(M) :={S|S C M} heifit die Potenzmenge von M.

Bemerkung 0.2.8. Folgende Tabelle deutet auf den Zusammenhang zwischen der klas-
sischen Logik und der Cantorschen Mengenlehre:
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Stelligkeit | Junktoren | Mengenoperationen
0 w U = ,Menge” von allem
f 0
1 -A CM =U—-M
2 ANB MNN
AV B MUN
AV B MAN
AN-B M—N=MnCN
A= B M CN
A < B M=N
beliebig | A,c; A, Vie I: A(i) Nier Mi
Vies Ai, Fiel: A(d) Uier M;

Beispiel 0.2.9.
(1) Die leere Menge ist Teilmenge jeder beliebigen Menge (auch von sich selbst).
(2) Fiir jede Menge M gilt M? = M x M.
(3) Ein Element in R® ist z.B. (1, %,0, —2,/5).

)30

(4) Esgilt:
Pot () = {0},
Pot({0}) = {0, {0}},
Pot({0, {0}}) = {0, {0}, {{0}}, {0, {0}}},
Ubung 0.2.3.

(1) Wie viele Elemente hat Pot(n) fiir n € Ny?

(2) Wie viele Elemente hat M™ fiir n € N?

0.2.d Indexmengen

Definition 0.2.10. Fiirn € Nseienay,...,a, Zahlen, A;, ..., A, Aussagen,und M, ...

Mengen. Wir definieren:

@ Ilai=a-...-ap.

Die leere Summe ist definiert als 0 und das leere Produkt als 1. Die leere Disjunktion ist
definiert als f und die leere Konjunktion als w. Die leere Vereinigung ist definiert als die

leere Menge und der leere Schnitt als “die Menge von allem”.
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Diese Schreibweise der Aufzdahlung kann teilweise auf beliebige Indexmengen 7 verall-
gemeinert werden, die auch unendlich sein diirfen:

Definition 0.2.11. Fiirjedes i € [ sei M; eine Menge.
(1) Definiere | J,., M; durch
x € LJMZ <= esgibtein: € I mitx € M,.
iel
(2) Definiere (), ., M; durch

T € (]MZ <= firallei ¢ I giltx € M,.

iel

Ubung 0.2.4. Was sind |J;y M; und ),y M2

0.2.e Mengenpartitionen
Definition 0.2.12.
(1) Zwei Mengen A, B heiflen disjunkt, wenn AN B = ().

(2) Mengen M;, i € I, heiflen paarweise disjunkt, wenn fiir alle ¢, 7 € I mit ¢ # j gilt:

(3) Sei M eine Menge von Mengen (M darf hier unendlich sein). Die Elemente von M
heifSen paarweise disjunkt, wenn je zwei davon disjunkt sind, d.h. wenn fiir M, M’ €
Mmit M # M gilt: M N M' = 0.

(4) Sei M eine Menge. Eine Partition von M ist eine Menge P nicht-leerer, paarweise
disjunkter Teilmengen von M mit M = |J.p C. Die Elemente C' € P heifSen die Teile
der Partition.

Bemerkung 0.2.13. Fiir jede Partition P von M ist P C Pot(M) — {0}.
Beispiel 0.2.14.

(1) P = {{n € N | ngerade},{n € N | nungerade}} ist eine Partition von N in zwei
Teile.

(2) P = {{n € N | n hat k Dezimalstellen} | £ € N} ist eine Partition von N mit unendlich
vielen Teilen.

(3) Die leere Menge hat nach der obigen Definition nur die Partition P = .

0.3 Beweisprinzipien

0.3.a Direkter Beweis

Prinzip. Das Ziel ist, die Wahrheit der Aussage A = B direkt zu beweisen. Da-
fiir nehmen wir an, dass A wahr ist und folgern daraus (mittels logischer Schliisse), dass
daraufhin B auch wahr ist.

Beispiel 0.3.1. Fiir alle n € N gilt: n ungerade =—> n?* ungerade.

Beweis. Sei n € N ungerade. D.h. es existiert ein & € N mit n = 2k — 1. Dann ist n? =
(2k — 1)* = 4k* — 4k + 1 = 2(2k* — 2k) + 1 eine ungerade Zahl. O
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0.3.b Indirekter Beweis durch Kontraposition

Prinzip. Das Ziel ist, die Wahrheit der Aussage A = B durch Kontraposition zu
beweisen. D.h. die Wahrheit der Aussage ~B — —A direkt zu beweisen.

Beweis des Prinzips. Dies ist zuldssig aufgrund der Tautologie in 0.1.d
(A = B) <= (-B = -A). O
Beispiel 0.3.2. Fiir alle n € N gilt: n? gerade = n gerade.

Beweis. Sein € N ungerade, so ist nach dem obigen Beweis n* ungerade. O

0.3.c Indirekter Beweis durch Widerspruch

Prinzip. Das Ziel ist, die Wahrheit der Aussage A durch Widerspruch zubeweisen. D.h.
die Wahrheit der Aussage (wA = f) direkt zu beweisen. Dabei taucht f typischerweise
in Form eines Widerspruchs B A =B auf.

Beweis des Prinzips. Dies ist zuldssig aufgrund der Tautologie
A= (A = ). O

Beispiel 0.3.3. v/2 ¢ Q.

Beweis. Sei v/2 € Q (dies entspricht der Aussage —A). Dann gibt es einen gekiirzten Bruch
V2 = 2 mit n,m € N. Insbesondere sind n und m nicht beide gerade (dies entspricht der
Aussage B). Dies impliziert 2n? = m?, d.h. m? ist gerade. Nach Beispiel 0.3.b ist auch m
gerade. Also gibt es ein k € N mit m = 2k. Dann gilt 2n*> = m? = 4k?, also n* = 2k*. D.h.
n? ist gerade. Und wieder nach Beispiel 0.3.b ist auch n gerade. Somit folgt, dass n und m
beide gerade sind (dies entspricht der Aussage —53). Widerspruch. O

0.3.d Vollstindige Induktion

Prinzip. Das Ziel ist, die Wahrheit der Aussage ‘Fiir alle n € N : A(n)” per Induktion
zu beweisen. Dies bedeutet:

* Induktionsanfang: Beweise die Wahrheit der Aussage A(1).

* Induktionsschritt: Beweise die Wahrheit der Aussage ‘Fiir allen € N : A(n) =
An+1).

Im Induktionsschritt nennt man die Aussage A(n) die Induktionsvoraussetzung.

Beweis des Prinzips. Der Beweis beruht auf folgender Eigenschaft von N, die wir als gegeben
annehmen:

Sei N C N mit den zwei Bedingungen:

e 1 e N.
e FiuralleneN:ne N = n+1€ N.

Dannist N = N.

Bei der vollstindigen Induktion zeigen wir, dass die Menge N = {n € N | A(n) ist wahr}
die zwei Bedingungen erfiillt und somit gleich N ist. O
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Bemerkung 0.3.4. Der Induktionsanfang ist fiir die vollstaindige Induktion unerldsslich.
Wiirde sie fehlen, konnte man falsche Aussagen wie ‘Fiir allen € Ngilttn +1 = n + 2’
scheinbar beweisen.

n(n+1)

Beispiel 0.3.5 (Gaufische Summenformel). Fiirallen € Ngilt: 37" | i = =5

n(n+1)
5 -

Beweis. Sei A(n) die Aussageform ) " i =
e Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist wahr, da ", ,i=1= 2.
* Induktionsschritt: Sei n € N beliebig, so dass die Aussage A(n) wahr ist. Dann ist

n+1 n

: . Am) n(n +1) n(n+1)+2(n+1)
;z ;2+(n+ ) 5 +(n+1) 5
(n+1)(n+2)
= 5 ,
Somit ist die Aussage A(n + 1) wahr. O

Bemerkung 0.3.6. Es gibt weitere Varianten der vollstindigen Induktion:

* Der Induktionsanfang kann bei n, € Ny statt bei 1 gemacht werden. Damit wird die
Aussage fiir alle n > n gezeigt. Z.B. ist die obige Aussageform bereits ab ny = 0 wahr
und die Aussageform 2" > n? erst ab ny = 4 wahr.

 Als Induktionsvoraussetzung konnte die evtl. starkere Aussage A(1) A... A A(n) an-
stelle von A(n) notwendig sein. Hierbei braucht man die Induktionsvoraussetzung
nicht zu verschérfen.

* Als Induktionsvoraussetzung konnte die evtl. starkere Aussage A(n — 1) A A(n) an-
stelle von A(n) notwendig sein. Hierbei muss man die Induktionsvoraussetzung auf
A(1) und A(2) ausdehnen.

I"Jbung 0.3.1. Seia; = 1,a; = 8und a, = a,_1 + 2a,_» flir n > 3. Beweisen Sie mit
vollstandiger Induktion, dass a, = 3- 2" + (—1)" - 2 fiir alle n € N gilt.

Ubung 0.3.2. Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion, dass jede natiirliche Zahl, die
grofser als 1 ist, Produkt von Primzahlen ist.
Hinweis: Benutze die verscharfte Induktionsvoraussetzung A(1) A ... A A(n).

Ubung 0.3.3. Beweisen Sie mit vollstindiger Induktion, dass Pot(n) = 2" fiir all n € N
gilt.

0.4 Abbildungen

0.4.a Definition und Beispiele

Definition 0.4.1. Seien M, N Mengen. Eine Abbildung f von N nach M ist eine “Vor-
schrift” (z.B. eine Formel), die jedem = € N genau ein Element f(z) € M zuordnet. Wir
schreiben

f:N—=>M, x— f(zx).

e N heifst der Definitionsbereich von f,

e M der Ziel- oder Wertebereich von f,
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e f(x) das Bild von z unter f.

Zwei Abbildungen f : N — M und g : N' = M’ sind nur dann gleich, wenn N = N/,
M = M'und f(x) = g(z) fur alle z € N.
Die Menge aller Abbildungen von N nach M bezeichnen wir mit Abb(N, M) oder mit
MY,
Beispiel 0.4.2.
(1) f:N—=Q, i
(2) Sei P eine Menge von Personen. Wir definieren die Abbildung

L:P— R, v+ Lange in cm von z.

(3) Sei P eine Menge von Personen. Wir definieren die Abbildung

J : P — Z, v — Geburtsjahr von .

(4) Die Addition in Z kann als die Abbildung
ZX7T—7, (x,y)—z+y
aufgefasst werden.
(5) Fiir jede Menge M gibt es die Identititsabbildung

idy - M — M, z— x.
(6) Betrachte die Abbildung

f R—>R, z— Va3,
g R—=>R x|z,
hIR%Rzo, ZL’H’ZC|

Dannist f = g # h.
(7) Abb(R,R) = R¥ = Menge aller reellen Funktionen.

)
(8) Firjede Menge M existiert genau eine Abbildung () — M.
(9) Fiir jede nicht-leere Menge N existiert keine Abbildung N — ().
)

(10) Fiir jede Menge N existiert genau eine Abbildung N — {0}.
Bemerkung 0.4.3.

(1) Eine Abbildung a : N — M wird auch Folge in M genannt. Oft benutzt man fiir
Folgen die Schreibweise a;, as, as, . . . oder (a;);en, wobei q; fiir das Bild a(i) € M steht.
Die erste Abbildung aus dem letzten Beispiel wiirde als 1,4, 9, 16, ... oder als (i%);en
geschrieben.

Die Menge aller Folgen in M wird daher mit M N bezeichnet. Z.B. ist 2V die Menge
aller Bindrfolgen, R die Menge aller reellen Folgen, etc.

(2) Ein n-Tupel (x4, ..., x,) tiber M kann als die Abbildung ¢t : n — M, i — x; aufgefasst
werden.
Z.B. kann das 5-Tupel (1, 1,0, —2,/5) iiber R als die Abbildung ¢ : 5 — R mit ¢(1) =

1,t(2) = £,4(3) = 0,t(4) = —2,t(5) = v/5 aufgefasst werden.

Ubung 0.4.1. Seien M und N endliche Menge. Beweisen Sie | M| = | M|,
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0.4.b Bild, Urbild und Faser
Definition 0.4.4. Sei f : N — M eine Abbildung.
(1) Fiir jede Teilmenge X C N heifst
F(X) = {f(2) 12 € X}

das Bild von X unter f.
(2) Das Bild f(N) von N unter f wird das Bild oder die Bildmenge von f genannt.
(3) Fiir jede Teilmenge Y C M heifst

FUY) = {z e N | f(z) € Y}
das Urbild von Y unter f.

(4) Das Urbild f~'({y}) einer einpunktigen Menge {y} C M heifit die Faser von f iiber
Y.

In dieser Schreibweise ist
f: Pot(M) — Pot(N).

Sie darf daher nicht mit der Umkehrabbildung, falls sie existiert, verwechselt werden.

Beispiel 0.4.5. Die Faser der Abbildung L iiber 180 € R aus dem vorigen Beispiel 0.4.a
sind alle Personen in der Menge P, die 180 cm grofs sind.

Bemerkung 0.4.6. Die nicht-leeren Fasern einer Abbildung bilden eine Partition des
Definitionsbereichs.

0.4.c Injektive, surjektive und bijektive Abbildungen

Definition 0.4.7. Sei f : N — M eine Abbildung.

(1) f heiSt injektiv, falls fur alle z,2' € N gilt: f(z) = f(2/) = =z =2.

(2) f heif3t surjektiv, falls f(N) = M.

(3) f heifst bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Bemerkung 0.4.8. Sei f : N — M eine Abbildung. Dann gilt:

(1) fistinjektiv <= jede Faser f~'({y}) hat hochstens ein Element.

(2) fistsurjektiv <= jede Faser f~'({y}) hat mindestens ein Element.

(3) fistbijektiv <= jede Faser f~!({y}) hat genau ein Element.
Beispiel 0.4.9.

(1) f:Z — Z, = — 2z ist injektiv, aber nicht surjektiv.

)
(2) f:R— R, z— 2z ist bijektiv.
(3) f:R — R, x> 2?ist weder injektiv (f(1) = f(—1) = 1) noch surjektiv (f(R) = Rx).
)

(4) Sei J : P — Z die Geburtsjahr-Abbildung aus Beispiel 0.4.a. J ist genau dann injektiv,
wenn keine zwei Personen in P im selben Jahr geboren wurden.
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(5) Die Abbildung () — M ist injektiv. Sie ist genau dann surjektiv, wenn M = ().
(6) Hashfunktionen (auch “Priifsummen” genannt), z.B.
md5sum : {Texte} — 2%,

die einen 128 Bit-Hashwert produziert, sind offensichtlich nicht injektiv, aber idealer-
weise “kollisionsresistent” und surjektiv.

(7) Dagegen ist eine Verschliisselungsfunktion
crypt : 2_k — 2_’“

injektiv, und somit surjektiv und bijektiv, damit eine eindeutige Entschliisselung mog-
lich ist.

Bemerkung 0.4.10. Fiir eine Abbildung f : N — M zwischen endlichen Mengen N, M
gilt:
[f(N)| < [N, [M]

Weiter gilt:
(1) fist genau dann injektiv, wenn |f(NN)| = |N|.
(2) fist genau dann surjektiv, wenn |f(N)| = |M]|.
Der Spezialfall |N| = |M| (z.B. bei M = N) ist besonders wichtig:

|M| =|N| = (injektiv <= surjektiv <= bijektiv).

0.4.d Einschrinkungen

Definition 0.4.11. Sei f : N — M eine Abbildung und N’ C N. Dann heifst die Abbil-
dung
fizve : N' = M, z— f(x)

die Einschrankung von f auf N’

Bemerkung 0.4.12. Jede Abbildung kann durch Einschrankung auf eine geeignete Teil-
menge des Definitionsbereiches injektiv gemacht werden. Z.B. sind fiir f : R — R,z + 2
die Einschrdnkungen fz., und fr_, beide injektiv.

0.4.e Komposition von Abbildungen

Definition 0.4.13. Seien N, M, M', L Mengen. Weiter seien f : N - M und g : M' — L
zwei Abbildungen mit f(N) C M’. Dann heifit die Abbildung

gof:N =L,z (gof)(x) =g(f(x))
die Komposition von f und ¢. Haufig ist M’ = M.
Beispiel 0.4.14. Fiir die Abbildungen
fR—=R, z+— (x—3)3
g:Rsg =R, 2z
gibt es zwei mogliche Kompositionen:

gof R=>R, z—+/(z—-3)?2=|z—-3|

fog R0 =R,z (vVa—3)~
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Bemerkung 0.4.15. Seien f, g, h Abbildungen.

(1) Ist die Komposition h o (g o f) definiert, so braucht die Komposition (h o g) o f nicht
definiert zu sein. Aber falls doch, so stimmen sie iiberein. D.h. die Komposition von
Abbildungen ist assoziativ, sprich die Klammern diirfen weggelassen werden: hogo f.

(2) Ist g o f definiert, so braucht f o g im Allgemeinen nicht definiert zu sein.

0.4.f Umkehrabbildung

Definition 0.4.16. Seien f : N — M und g : M — N zwei Abbildungen (Kurzschreib-

!
weise: N = M). Dann heifdt g eine
g

¢ linksseitige Umkehrabbildung von f, wenn g o f = idy,
* rechtsseitige Umkehrabbildung von f, wenn f o g = idy,,

¢ Umkehrabbildung von f, wenn sie sowohl links- als auch rechtsseitige Umkehrab-
bildung von f ist.

Entsprechend sagen wir, f ist linksinvertierbar, rechtsinvertierbar, bzw. invertierbar.
Satz 0.4.17. Sei f : N — M eine Abbildung und N # .

(1) f ist genau dann linksinvertierbar, wenn f injektiv ist.
(2) f ist genau dann rechtsinvertierbar, wenn f surjektiv ist.

(3) f ist genau dann invertierbar, wenn f bijektiv ist. In diesem Fall existiert genau eine Um-
kehrabbildung, die mit f~' : M — N bezeichnet wird.

Bemerkung 0.4.18. Aussage (2) ist eine dquivalente Formulierung des sogenannten Aus-
wahlaxioms der Mengenlehre. Aus dem ZF (=Zermelo-Fraenkel Axiomensystem) kann
man weder die Giiltigkeit noch die Ungiiltigkeit von (2) in dieser Allgemeinheit bewei-
sen’. Man sagt daher: (2) ist logisch unabhingig von ZF. Nimmt man die Giiltigkeit von (2)
an, so spricht man vom ZFC, d.h. ZF mit “axiom of choice”.

Beweis des Satzes.

(1) (=) Sei g : M — N eine linksseitige Umkehrabbildung von f. Dann gilt fiir alle

x,x’ € N:
f@) = f@@) = g(f(2x)) =9(f(2))) = (go f)(x) =(go[f)2)) = z =2
idy idy

(<) Sei f : N — M injektiv, d.h. Vy € M : |f~'({y})| < 1. Wiihle z; € N beliebig
(moglich da N # () und definiere g : M — N durch

_ o falls [T {yh) ={z}, (= fl2)=y)
o) = {:1:0, falls £ ({y}) = 0.

Damit gilt (g o f)(x) = g(f(z)) = z furallex € N, d.h. go f = idy, wie gewtinscht.

3Man kann den Fall |[M| < oo aus ZF folgern, aber nicht wenn M eine beliebige Kardinalitét hat.
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(2) (=) Seig: M — N eine rechtsseitige Umkehrabbildung von f. Dann ist

flg(y)) = (fog)ly) =y firalley € M,
———

idp
d.h. g(y) € N ist ein Urbild von y unter f. Mit anderen Worten, eine rechtsseitige
Umkehrabbildung zeichnet faserweise Urbilder aus.

(<) Sei f : N — M surjektiv, d.h. Vy € M : |f~'({y})| > 1. Definiere g : M — N
durch Wahl* eines Urbildes pro Faser

9(y) € 1 ({y}) # 0.
Damit gilt f(g(y)) = y furalley € M, d.h. f o g = id,,;, wie gewtinscht.

(3) Die erste Aussage folgt aus (1) und (2). Nun zur Eindeutigkeit: Sei g : M — N eine
linksseitige und ¢’ : M — N eine rechtsseitige Umkehrabbildung. Dann ist

g=goidy =go fog =idyog =4 O

Beispiel 0.4.19.

(1) f: R — R,z +— 2z ist bijektiv mit der Umkehrabbildung

1
f_lzR—>]R,xl—>§x.

(2) f:Rsp — Rsq, o — 2% + 1 ist bijektiv mit der Umkehrabbildung

f_11R21—>R20,ZEP—> z—1.

(3) Sei N C M eine Mengeninklusion. Dann ist f : N — M, = — z injektiv. Die Abbil-
dung f ist genau dann surjektiv, wenn N = M ist.

(4) f: R — Ry, x — |z]| ist surjektiv, aber nicht injektiv, und daher auch nicht linksin-
vertierbar. Die Abbildungen g : R>p -+ R, 2 — zund ¢’ : Ry — R, z — —x sind
zwei verschiedene rechtsseitige Umkehrabbildungen.

Satz 0.4.20. Seien f : N — M und g : M — L zwei Abbildungen.

(1) Sind f, g injektiv so auch g o f.

(2) Sind f, g surjektiv so auch g o f.

(3) Sind f, g bijektiv so auch g o f. In diesem Fall gilt:

(gof)y ' =f"og

Beweis. Ubung. O

4Das ist das Auswahlaxiom!
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0.4.g Michtigkeit von Mengen

Definition 0.4.21. Zwei Mengen M und N heifsen gleichmachtig oder isomorph, wenn
eine bijektive Abbildung f : M — N existiert.

Ubung 0.4.2. Beweisen Sie: N, Z und Q sind gleichmichtig.
Satz 0.4.22 (Cantor). Fiir jede Menge M sind M und Pot(M ) nicht gleichmiichtig.

Beweis. Sei f : M — Pot(M) eine beliebige Abbildung. Definiere
Ar={ze M|z ¢ f(z)} € Pot(M).

Angenommen es gibt ein m € M mit f(m) = A;. Dann gilt: m € Ay = m ¢ f(m) = Ay
und m ¢ Ay = m € f(m) = A;. Widerspruch. Also ist die Annahme falsch und f kann
nicht surjektiv sein. O

Ubung 0.4.3. Beweisen Sie:
(1) Nund R sind nicht gleichméchtig.

(2) Die Zusammenfassung aller Mengen ist keine Menge. Man nennt sie daher eine Klas-
se.

0.4.h Selbstabbildung = Abbildung einer Menge in sich

Definition 0.4.23. Seien M eine Menge, f : M — M eine Abbildung und n € N. In
diesem Fall spricht man von einer Selbstabbildung. Wir setzen

ffi=fo---of und f°:=idy.
—
Falls zusitzlich f bijektiv ist, so setzen wir f=" = (f~1)".
Bemerkung 0.4.24. Fiir a,b € Nj gelten die Potenzregeln:
froft=fr und (f0) = f.

Ist f bijektiv, so gilt dies sogar fiir alle a, b € Z.

0.5 Relationen

0.5.a Definition und Beispiele
Definition 0.5.1. Seien /M und N Mengen.

(1) Eine Teilmenge R C M x N heifst Relation zwischen M und N. Fiir (z,y) € R schrei-
ben wir auch Ry und sagen “z steht in Relation zu y bzgl. R”.

(2) Ist R € M x M, so sprechen wir von einer Relation auf M. Sie heifst

(R) reflexiv, falls x Rx fiir alle x € M;
(R”) antireflexiv, falls nicht x Rx fur alle x € M;
(S) symmetrisch, falls tRy = yRux fur alle z,y € M;
(A) antisymmetrisch, falls (xRy A yRzr) = = =y furalle z,y € M;
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(T) transitiv, falls (rtRy A yRz) — xRz furalle z,y,z € M.

(3) Eine Relation, die (R), (A) und (T) erfillt heifst (partielle) Ordnung.

(4) Eine Ordnung heifst Totalordnung, falls xRy Vv yRx fiir alle z,y € M.

(5) Eine Relation, die (R), (S) und (T) erfiillt heiflt Aquivalenzrelation (AR).
Beispiel 0.5.2.

(1) Jede Abbildung f : N — M kann als eine Relation aufgefasst werden. Namlich die
Abbildung f legt ihren Graph

I'y={(z,f(z)):x e N} CNxM
als Relation fest. Umgekehrt ist f durch ihren Graphen I'; eindeutig bestimmt.

(2) M =Pot(N)und R =“C”,d.h. zRy <= = C y. Da “C” (R), (A) und (T) ist, ist sie
eine Ordnung auf M. Sie ist keine Totalordnung sobald |N| > 2 ist.

B) M =Rund R ="“<".Da “<” (R), (A) und (T) ist, ist sie eine Ordnung auf M. Sie ist
sogar eine Totalordnung.

(4) M = N mit der Teilbarkeitsrelation R = “|”, d.h. zRy <= = | y. Sie ist eine Ordnung
auf N, aber keine Totalordnung.

(5) Die Teilbarkeitsrelation ist keine Ordnung auf Z,da —1 | lund 1 | —1 aber 1 # —1.

(6) M eine Menge und R = “=" die Gleichheit, d.h. zRy <= z = y. Sie ist (R), (5) und
(T) und daher eine Aquivalenzrelation.

Bemerkung 0.5.3.

e Man kann auf einer endlichen Menge M = {my,...,m,} eine Relation durch eine
n x n-Matrix definieren, die eine 1 an der Position (i, j) hat, falls m; Rm;, und sonst 0.
Die Eigenschaften (R), (S), (A) kann man dann sofort an der Matrix ablesen.

e Ist M eine Menge und M’ C M soist R := RN (M x M) eine Relation. Erfillt R eine
der Eigenschaften aus (2), so auch R'.

Ubung 0.5.1.

(1) Welche Bedingungen muss eine Relation R C N x M erfiillen, damit sie geméfs Bei-
spiel (1) als eine Abbildung von N nach M aufgefasst werden kann?

(2) Unter welchen Bedingungen ist diese Abbildung injektiv, surjektiv bzw. bijektiv?

(3) Welche Relation gehort im bijektiven Fall zur Umkehrabbildung?
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0.5.b Partielle Ordnungen

Sei < eine Ordnung auf M.
Konvention. Wie iiblich schreiben wir m/' > m fir m < m/.

Definition 0.5.4. Ein Element m € M heifst

(1) minimal in M, falls m' < m = m' = m, d.h. falls kein anderes Element “kleiner”
als m ist.

(2) Minimum von 1}, falls fiir alle m' € M gilt m < m/, d.h. falls alle anderen Element
“grofser” sind.

(3) maximal in M, falls m' = m = m' =m.

(4) Maximum von M, falls fiir alle m' € M gilt m > m/.
Satz 0.5.5. Sei < eine partielle Ordnung auf M.

(1) Jedes Minimum von M ist minimal in M.

(2) Existiert ein Minimum in M, so ist es das einzige minimale Element in M. Insbesondere ist
das Minimum eindeutig.

(3) Bei einer Totalordnung sind die Begriffe “minimal” und “Minimum” gleichbedeutend.

Die dualen Aussagen fiir maximal und Maximum gelten entsprechend.

Beweis.
(1) Seim ein Minimum und m' < m, so folgt aus m < m' und (A), dass m’ = m ist.

(2) Seien m ein Minimum und m’ minimal. Dann gilt m < m’ (wegen m Minimum) und
daher m = m’ (wegen m' minimal).

(3) Sei nun =< eine Totalordnung auf M. Sei m minimal in M. So gilt fiir jedes m' € M
(wegen Totalordnung) m’ < m oder m < m’ und daher (wegen m minimal) m < m/.
D.h. m ist das Minimum von M. O

Beispiel 0.5.6. Sei | die Teilbarkeitsrelation auf N bzw. auf jeder Teilmenge N C N.

(1) Die Teilmenge {2, 3,4, 6, 12} hat zwei minimale Elemente, ndmlich 2 und 3 aber kein
Minimum. Sie besitzt dagegen ein Maximum, ndmlich 12.

(2) Das Minimum von N ist 1. Es gibt kein maximales Element und entsprechend auch
kein Maximum.

Ubung 0.5.2. Jede nicht-leere Teilmenge von N besitzt bzgl. der Ordnung < ein Mini-
mum.

Beweis. Man fiihre einen Widerspruchsbeweis mit vollstindiger Induktion. O
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0.5.c Aquivalenzrelationen
Definition 0.5.7. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir z € M heif3t
2] = [z]o ={y e M|z ~y}

die Aquivalenzklasse von ~ zu = (oder von x beziiglich ~).
Die Menge aller Aquivalenzklassen von ~ wird mit

M/ ~={[z].:z € M}

bezeichnet.

Ubung 0.5.3. Die Isomorphie von Mengen (siehe Definition 0.4.21) ist eine Aquivalenz-
relation auf der Klasse aller Mengen.

Bemerkung 0.5.8. Sei ~ ein Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt fiir z,y € M:
(R) @ € [z].,
S) yelzle = wely.,
ST v~y = [z]. = [y~

Wegen der letzten Eigenschaft bezeichnet man jedes Element einer Aquivalenzklasse als
einen Reprasentant derselben.

Satz 0.5.9. Sei M eine Menge.
(1) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, so ist M/ ~ eine Partition von M.
(2) Ist P eine Partition von M, so existiert eine Aquivalenzrelation ~ auf M mit M/ ~= P.
D.h. Aquivalenzrelationen auf M entsprechen Partitionen von M.
Beweis.

(1) Wegen = € [z]. sind alle Aquivalenzklassen nicht leer und ihre Vereinigung ganz
M. Also miissen wir nur noch zeigen, dass die Aquivalenzklassen paarweise disjunkt
sind. Sind [z]., [y]. zwei solche, so wollen wir zeigen

7]~ # [yl = Nyl =0,
bzw. die Kontraposition
[Nyl #0 = [2]e = Y]~

Alsoseiz € [z].N[y]n # 0,d.h. z € [z]. und z € [y]~. Aus (S,T) der letzten Bemerkung
folgt, dass dann [z]|. = [z]~ = [y]~.

(2) Wir definieren ~ durch die Vorschrift
x ~ y = zund y liegen in demselben Teil der Partition P.

Dies ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind per Defi-
nition von ~ die Teile von P.

O
Beispiel 0.5.10.
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(1) Fir die Gleichheitsrelation auf einer Menge M ist [z]- = {z} und M/_ = {{z} : z €
M}.

(2) Sei f: N — M eine Abbildung und R/ die Bildgleichheitsrelation auf N, d.h.
rRpx = f(x) = f(2).

Sie ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation. Thre Aquivalenzklassen sind die ver-
schieden nicht-leeren Fasern von f, d.h. fiir alle z € N ist

[2]r, ={z" € N| f(z) = f(2")} = f ({f(@)}).
Die Partition M /R ist demnach die Menge der nicht-leeren Fasern von f.

(3) Die Relation =, definiert durch z =, y :<=> 2 | v —y ist eine Aquivalenzrelation. Thre
Aquivalenzklassen sind

0]z, = {a € Z | a gerade},
1]z, = {a € Z | a ungerade}.

0.6 Die Kategorie der Mengen

Die , Kategorie” Sets aller Mengen (als Objektklasse) und Abbildungen (als Morphismen-
klasse) ist eine der wichtigsten Referenzkategorien in der Mathematik. Den Begriff der Ka-
tegorie werden wir hier nicht weiter prézisieren, da dies fiir die Bearbeitung folgender
Ubungsaufgaben nicht notwendig ist.

Ubung 0.6.1. Zeigen Sie, dass die Kategorie Sets binire Produkte besitzt. D.h. gege-
ben zwei Mengen M, N, dann existiert ein Produkt von M und N, sprich eine Menge P
zusammen mit zwei Abbildungen 7, : P — M und 7y : P — N, dass im folgenden Sinne
universell ist: Fiir jede weitere Menge P’ zusammen mit zwei Abbildungen 7, : P’ — M
und 7y @ P’ — N existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung v : P' — P, so dass das
folgende Diagramm kommutiert®

P/

Ty J“ Ty
P

M N

Hinweis: Betrachten Sie das kartesische Produkt P = M x N.

Ubung 0.6.2. Zeigen Sie, dass die Kategorie Sets ein terminales Objekt besitzt, d.h.
eine Menge T, dass im folgenden Sinne universell ist: Fiir jede weitere Menge 1" existiert
eine eindeutig bestimmte Abbildung v : 7" — T
Hinweis: Betrachten Sie fiir 7" eine einelementige Menge, egal welche.

_ Bemerkung 0.6.1. Ein terminales Objekt ist in einem gewissen Sinne ein leeres Produkt.
Ubungen 0.6.1 und 0.6.2 zeigen somit, dass Sets endliche Produkte besitzt.

>Sprich, alle Kompositionswege im Diagramm fiihren zur gleichen Abbildung.
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Ubung 0.6.3. Zeigen Sie, dass die Kategorie Sets binire Egalisatoren besitzt. D.h. ge-
geben zwei Abbildungen f,g : M — N, dann existiert ein Egalisator von f und g, sprich
eine Menge E zusammen mit einer Abbildung ¢ : E — M, die f ot = g o erfiillt, dass im
folgenden Sinne universell ist: Fiir jede weitere Menge £’ zusammen mit einer Abbildung
V' E'— M,die fol = go/ erfiillt, existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung v : £/ — E,
so dass das folgende Diagramm kommutiert

f
-t .p—t o y——N

Bemerkung 0.6.2. Eine Kategorie mit endlichen Produkten und Egalisatoren besitzt au-
tomatisch alle endlichen Limiten. Solche Kategorien nennt man endlich vollstindig.

Dreht man alle Pfeile in Ubungen 0.6.1,0.6.2, 0.6.3 zeigen alle Pfeile um, so entsteht der
duale Begriff des Koproduktes, des initialen Objektes, und des Koegalisators:

Ubung 0.6.4. Zeigen Sie, dass die Kategorie Sets binidre Koprodukte besitzt. D.h. gege-
ben zwei Mengen M, N, dann existiert das Koprodukt von M und N, sprich eine Menge C
zusammen mit zwei Abbildungen ¢); : M — C' und ¢y : N — C, dass im folgenden Sinne
universell ist: Fiir jede weitere Menge C’ zusammen mit zwei Abbildungen ¢, : M — C’
und /)y : N — (' existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung v : C' — (', so dass das
folgende Diagramm kommutiert®

Cl

b T N
C

M N

Hinweis: Betrachten Sie die disjunkte Vereinigung C' = (M x {0}) U (N x {1}).

Ubung 0.6.5. Zeigen Sie, dass die Kategorie Sets ein initiales Objekt besitzt, d.h. eine
Menge [, dass im folgenden Sinne universell ist: Fiir jede weitere Menge I’ existiert eine
eindeutig bestimmte Abbildung u : I — I'.

Hinweis: Betrachten Sie fiir I die leere Menge.

Bemerkung 0.6.3. Ein initiales Objekt ist in einem gewissen Sinne ein leeres Kopro-
dukt. Ubungen 0.6.4 und 0.6.5 zeigen somit, dass Sets endliche Koprodukte besitzt.

Ubung 0.6.6. Zeigen Sie, dass die Kategorie Sets binire Koegalisatoren besitzt. D.h.
gegeben zwei Abbildungen f,¢g : N — M, dann existiert ein Koegalisator von f und g,
sprich eine Menge K zusammen mit einer Abbildung 7 : M — K, dieno f = mog
erfiillt, dass im folgenden Sinne universell ist: Fiir jede weitere Menge K’ zusammen mit
einer Abbildung 7’ : M — K, die 7’ o f = 7’ o g erfiillt, existiert eine eindeutig bestimmte
Abbildung v : K — K’, so dass das folgende Diagramm kommutiert

K2 g T M;LN
\/ g
7T/

®Sprich, alle Kompositionswege im Diagramm fiihren zur gleichen Abbildung.
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Ubung 0.6.7. Zeigen Sie, dass alle universellen Objekte in den obigen Ubungen bis auf
Isomorphie in Sets eindeutig bestimmt sind.

Bemerkung 0.6.4. Eine Kategorie mit endlichen Koprodukten und Koegalisatoren be-
sitzt automatisch alle endlichen Kolimiten. Solche Kategorien nennt man endlich kovoll-
stindig.

Die Kategorie aller Mengen erfiillt eine Liste von Eigenschaften, die wir zum Teil in
den obigen Ubungsaufgaben kennenlernt haben. Eine Kategorie, die diese Liste von Ei-
genschaften erfiillt, nennt man einen Topos. Jeder Topos kommt mit seiner internen Lo-
gik. Die allermeisten Topoi haben die konstruktive Logik als interne Logik, eine Logik
wo insbesondere tertium non datur und Widerspruchsbeweise (siehe Beispiel 0.1.11) nicht
als Deduktionsregeln benutzt werden diirfen. Ebenfalls gilt in diesen Topoi nicht das Aus-
wahlaxiom, da es tertium non datur implizieren wiirde.

Man kann Mathematik in jedem Topos als Ersatz fiir den Topos Sets betreiben. Nur
Sétze, die mit konstruktiver Logik bewiesen werden, sind in jedem Topos giiltig. Daher ist
die konstruktive Mathematik die ,lingua franca” der Mathematik. Hier ein Beispiel aus der
Analysis: Man kann in jedem Topos mit einem ,natiirliche Zahlen”-Objekt rationale und
reelle Zahlen definieren und Analysis betreiben. Es gibt Topoi, in denen der Zwischenwert-
satz in seiner klassischen Formulierung schlicht falsch ist. Der klassische Beweis benutzt in
der Tat tertium non datur und ist daher nicht in jedem Topos mit reellen Zahlen giiltig.
Gliicklicherweise gibt es eine Variante des Zwischenwertsatzes, die in jedem Topos mit
reellen Zahlen giiltig ist. Diese Variante ist sogar fiir die numerische Analysis ausreichend!
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Kapitel 1

Lineare Gleichungssysteme

Was ist ein Gleichungssystem? Was bedeutet es, ein Gleichungssystem zu 16sen?

1.1 Fasern einer Abbildung

Seien X, B Mengen. Eine Teilmenge
I'yCXxB={(z,b) |z € X,be B}

definiert den Graph einer Abbildung f : X — B, falls fur alle z € X genaueinb € B
existiert mit (z,b) € I'y (siehe Ubung 0.5.1 und Beispiel 0.5.2.(1)), sprich

flx)=b < (x,b) €Ty.
Fiir b € B heifst die Menge
Y ={z € X | f(z) = b}

das Urbild von b oder auch die Faser von f iiber b.
Aus Definition 0.4.7 und Bemerkung 0.4.8 wissen wir:

* Haben alle Fasern hochstens ein Element, so heifst « injektiv.
e Ist keine Faser leer, so heifst o surjektiv.
* Sind alle Fasern einelementig, so heifst o bijektiv.

Warum wiederholen wir diese Begriffe? Die zwei folgenden Bemerkungen kldaren den
Zusammenhang zwischen diesen Begriffen und dem Losen von Gleichungssystemen:

Bemerkung 1.1.1. Seien X, B Mengen und f : X — B eine Abbildung. Fiir jedes b € B
ist das zu f und b gehorige Gleichungssystem gegeben durch

und seine Losungsmenge ist gerade die Faser

{0 ={z € X | f(z) = b}.

Das Losen eines Gleichungssystems ist somit nichts anderes als die Bestimmung einer
Faser einer Abbildung f.

Die Begriffe surjektiv, injektiv und bijektiv konnen wir somit folgendermafsen interpre-
tieren:

25
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Bemerkung 1.1.2. Das Gleichungssystem f(x) = b fiir die Abbildung f : X — B
e istimmer' losbar genau dann, wenn f surjektiv ist.
* hat immer hichstens eine Losung genau dann, wenn f injektiv ist.
* ist immer eindeutig 16sbar genau dann, wenn f bijektiv ist.
Beispiel 1.1.3. Seien X = B =R? = {(z,y) | z,y € R} und
f:X = B, (z,y) = (2® +y*, 2+ 3y).

Gesuchtist f~1({(1,1)}). Wir suchen also die Paare (x,y) € R* mit2?+y? = 1und z+3y = 1.
Man rechnet leicht nach, dass dieses Gleichungssystem genau 2 Losungen hat, die man als
Schnittpunkte von einem Kreis und einer Gerade finden kann.

Beispiel 1.1.4. Als motivierendes Beispiel betrachten wir das folgende lineare Glei-
chungssystem:
5xq +7x3 +x4 —I5 = 2
r3 +x4 +x5 = 0 (%)
T —x5 = 1

Seine Losungsmenge ist die Menge aller (1,9, 23, 74,75) € Q°, die diese Gleichungen
erfiillen. Dies ist die Faser der Abbildung f tiber (2,0, 1), wobei

. 0° 2
f@ _>@ ) (5171,1’2,:63,1:4,1’5) = (51'1+7$3+$4—x5,x3+$4+x5,$1—x5)-
Die Losungsmenge von (x) kann man parametrisieren:

L) ={(b+1,a,(—1—b)/2,(1—b)/2,b) | a,b € Q}.

1.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

Definition 1.2.1. Seien m,n € N natiirliche Zahlen. Mit n := {1,...,n} bezeichnen wir
die Menge aller natiirlichen Zahlen < n. Eine rationale m x n-Matrix ist eine Abbildung

Aimxﬂ_}@7 (%])HAZ,J

Notation:
Arn Ao o0 A A
A21 A22 AQn—l AZn
A= a L . ’
Am,l Am,2 s Am,n—l Am,n

Mit anderen Worten, die Positionen in der Matrix entsprechen dem Definitionsbereich, d.h.
die Position ,i-te Zeile, j-te Spalte” entspricht (¢, j) € m x n und der Wert von A fiir (i, j)
wird in die entsprechende Position eingetragen. Die Menge aller rationalen m x n-Matrizen
wird mit Q™*" bezeichnet.

Ist m = 1 bzw. n = 1 spricht man von Zeilen bzw. Spalten statt von Matrizen.?

d.h. fiir jede rechte Seite b € B
2Um leere Matrizen korrekt miteinzubeziehen muss man N durch Ny ersetzen und das Mengenpaar (m, n)
als Teil des Datums des Definitionsbereiches betrachten.
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Definition 1.2.2. Ein lineares Gleichungssystem (iiber Q) mit m Gleichungen und n
Unbekannten z4, . .., z, ist gegeben durch

Apry +Aprs+ ...+ Az, = b

Aglxl + AQQZ’Q + ...+ Aznxn = bg
. (**)

Amlxl + Am2x2 +.. .+ Amnxn = bm
by
wobei A = (4, ;) € Q™ " eine (fest vorgegebene) Matrix ist und b = : € Qm*! eine

b
(fest vorgegebene) Spalte ist.

* Die Matrix A heifst die Matrix vom Gleichungssystem (xx).
* Die Matrix (A[b) € Qm*("*+1) definiert durch

(Al :m xn+1—Q, (ZJ)’_){ b j=n+1

heifit die erweiterte Matrix vom Gleichungssystem (xx).

&1

¢ Unter einer Losung von (x*) versteht man eine Spalte £ := : € Q™! derart,

&n

dass durch Einsetzen von §; fiir x; in (x%) fiir ¢ = 1,...,n alle m Gleichungen von (xx)
erfiillt sind.

e Die Losungsmenge L(xx) ist die Menge aller solcher Losungen.

Beispiel 1.2.3. In dem Eingangsbeispiel 1.1.4

5xq +Txs +x4y —x5 = 2
r3 +x4 +x5 = 0 (*)
X1 —Ty = 1

ist die Matrix von (x)

1

1 1 c Q3><5
0

und die erweiterte Matrix

5 0 1
00 1 1[0 | e Q.
10 0

Ist das Gleichungssystem linear, so ist die dazugehorige Abbildung auch linear und
umgekehrt. Auch diese Begriffe wollen wir sauber definieren:

ai
Definition 1.2.4. Auf Q"' ={[ : | |ay,...,a, € Q} ist eine Verkniipfung

Qn,

_i_:@nXlXQnXl_)@nXl’ (a,b)v—>a—i—b
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gegeben, die Addition heifst, definiert durch
ay by ai + by
w) \n) \ain
Weiter ist eine sogenannte Operation von Q auf Q™!
S Qx QY QY (ra)—r-a

gegeben, genannt Skalarmultiplikation, definiert durch

aq raq
T = :
Ay, Ty
Schlieflich kann man die beiden Verkniipfungen kombinieren: Sind S, ..., Sy € Q"*! und

r1,...,m € Q (oder kiirzer S € (Q™1)*,r € QF), so heif3t
r1S1+ -+ 1Sk (E @md)

die Linearkombination der S; mit den Koeffizienten r;.

Definition 1.2.5. Eine Abbildung « : Q"*! — Q™*! hei$t linear oder auch eine lineare
Abbildung, falls fiir alle r € Q, z,y € Q™! gilt:

alre +y) =ra(z) + a(y).

Bemerkung 1.2.6. Eine Abbildung o : Q™' — Q™! ist linear, genau dann wenn fiir
alle S € (QVY)r, r € QF,

a(riSy+ -+ 1kSk) = ria(St) + - - - 4 rra(Sk).

&
Da jede Spalte ¢ .= | : | € Q"*! trivialerweise die Linearkombination
&n
’é.:flel—i_"'—i_gnen‘
der Einheitsspalten
0
e, = | 1] + i-te Zeile
0

ist, ist das Bild von £ unter der linearen Abbildung « die entsprechende Linearkombination
der Bilder der Einheitsspalten:

a(§) = Gialer) + ... + &alen).

Also ist jede lineare Abbildung o durch die Bilder der Einheitsspalten eindeutig festgelegt.



1.2. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN 29

Beispiel 1.2.7. Die Identitdtsabbildung
idgnx1 : Q"' - QY x> o
ist linear, trivialerweise.

Und nun zur Hauptquelle linearer Abbildungen:

Definition 1.2.8. Sei A : m x n — Q, (i,j) — A;; eine rationale m x n-Matrix, kurz
A = (4A;;) € Q™. Die von A induzierte lineare Abbildung

E:anlﬁmelnyAg

ist definiert durch

&1 &1 A&+ Ao + .+ Ay
g( f:2 )4 512 _ A&y + A2252:+ oot Agny
&) \&) \Ambi+dmst o+

At Ag

A¢ heifst das Produkt der Matrix A mit der Spalte €.

~ Ende
Bemerkung 1.2.9. A ist in der Tat eine lineare Abbildung, d.h. fiir alle r € Q und alle y;_; 4
z,y € Q! gilt N N N 10.10
A(re +y) =rA(z) + Ay).
Beweis. Ubung. O

Bemerkung 1.2.10. Unmittelbar aus Definition 1.2.8 folgt fiir die Einheitsspalten, dass
E(Ej) = Aej = A,J fur allej = 1, ..o, n,

wobei
A*,j = A.Zj
A
die j-te Spalte von A bezeichnet. Sprich, die Spalten der Matrix A sind die Bilder der Einheits-
spalten unter A.

Bemerkung 1.2.11. Aus der Linearitit von A (Bemerkung 1.2.9) und Bemerkung 1.2.6
(oder direkt aus der Definition des Produktes A¢ in Definition 1.2.8) folgt

AE=A(Q) = EA_ 1+ EA_ 5+ + A

Sprich, ﬁ(f ) = A& ist Linearkombination der Spalten von A mit den Koeffizienten &;,i =1,...,n.
Dies ist eine Verallgemeinerung von Bemerkung 1.2.10.

Folgerung 1.2.12. Das Gleichungssystem (xx) genau dann losbar, wenn man die Spalte b aus
den Spalten von A linearkombinieren kann.

Beispiel 1.2.13. Die Abbildung f aus Beispiel 1.1.4 erfullt® f = A mit

507 1 -1
A=10011 1 |eQ*.
1000 —1

3Genau genommen miisste man dafiir die Menge der rationalen n-Tupel Q™ mit der Menge aller rationalen
Spalten mit n Zeilen Q"*! identifizieren.
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Beispiel 1.2.14. Die Matrix

1 0 - 0
o e o . J 1 fallsi=
In T E ... ... O ‘ﬂxﬂ_>@’ (27]) H(SZ] '_{ O fal]_s/[,#j
0 --- 0 1

heifit die (rationale) Einheitsmatrix vom Grad n. Die Spalten von /,, sind nichts anderes als
die Einheitsspalten ¢4, . . ., e,. Daher gilt nach Bemerkung 1.2.6 und Bemerkung 1.2.11

E=Gert o+ &uen=&L)-1+ -+ &) -0 = L(&)
fiir alle ¢ € Q"*!. Also induziert I, die Identitdt von Q"*! als lineare Abbildung:

_[n - id@nxl .

Das n-Tupel (ey,...e,) heiit die Standardbasis von Q"*!, weil jede Spalte £ € Q™! in
eindeutiger Weise aus den Einheitsspalten linearkombiniert werden kann.

Satz 1.2.15. Zu jeder linearen Abbildung o : Q™' — Q™! gibt es genau eine Matrix A €
Q™" mit o = A.

Beweis.

Eindeutigkeit. Dies folgt aus Bemerkung 1.2.10: A(e;) = A_ ;, die j-te Spalte von A. Sprich,
man kann die Spalten der Matrix A aus den Bildern der Einheitsspalten unter A rekonstru-
ieren.

Existenz. Sei o linear. Aus Bemerkung 1.2.6 wissen wir, dass « eindeutig bestimmt ist durch

All Aln
afer) =: ol alen) = : | . Setze also
Aml Amn
Al,l C Al,n
A= (afer), ... alen) = | : €Qm .
Ap1 oo Amn

Dann ist nach der Rechenregel fiir Linearkombinationen
a(§) =) Gale) =D A ;= A(),
J J

wobei die letzte Gleichheit wieder Bemerkung 1.2.11 ist. O

1.3 Matrixmultiplikation und Komposition linearer Abbil-
dungen

Lernziel: Matrixmultiplikation und Komposition von linearen Abbildungen, injektive, sur-
jektive und bijektive lineare Abbildungen.

Erinnerung:
Sind f: S — T und g : T — U Abbildungen, so heifit die Abbildung

gof=gf:8—=U:s— g(f(s))

die Komposition oder Hintereinanderausfithrung von f mit g.
Wir werden jetzt zeigen:
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Die Komposition linearer Abbildungen ist wieder linear.

Dies brauchen wir nur fiir Abbildungen der Form A zu zeigen, da nach Satz 1.2.15 jede
lineare Abbildung von Q"*! — Q™*! von dieser Form ist:

Satz 1.3.1. Seien A € Q™*", B € Q"*°. Dann ist die Komposition Ao B : Qo — Qm*L der
linearen Abbildungen A Qv — Q™ und B : Qo< — Q<! wieder eine lineare Abbildung
und es gilt

AoB=AB
wobei die Matrix AB € Q™*° aus den Spalten AB_ fiir j = 1,..., 0 besteht. Die Matrix AB
heifit das Matrixprodukt der Matrizen A und B.

Beweis. (Spaltenphilosophie, in zwei Schritten)

(1) A o B ist linear, denn:
Seien r € Q, x,y € Q°*!. Dann gilt

(Ao B)(re+y) = A (é(m + y))
(

(2) Ist C die nach Satz 1.2.15 existierende Matrix zu der nach (1) linearen Abbildung AoB,
so gilt fiir die i-te Spalte von C, dass

— A(Bley)
— A(B_}) Bemerkung 1.2.10 (angewandt auf B)
- AB,’]'
womit der Satz bewiesen ist. O

Ubung 1.3.1. Fiihren Sie den Beweis von Satz 1.3.1 mit der Substitutionsphilosophie:
B(x) = y bedeutet ausgeschrieben y; = } . Bj;z;. Setzen Sie in diese Gleichung z; =
Z k Ajkyk ein.

Beispiel 1.3.2. Wir stellen uns ein System mit drei Zustdnden vor, etwa eine Maus, die
in einem der drei Zimmer eines Hauses ist. Eine Spalte

w1
w:=\| wy | mitw; €Q, 0<w; <1, w+wy+w3=1
w3

interpretieren wir als Wahrscheinlichkeitsverteilung, die uns sagt, dass das System mit
Wahrscheinlichkeit w; im Zustand i ist, etwa

sagt uns, dass die Maus mit Sicherheit in Zimmer 1 ist. Wir betrachten die Matrix
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1/2 1/3 0
A= | 1/2 1/3 1/2 | € Q¥
0 1/3 1/2

wobei wir den Eintrag A;; als Wahrscheinlichkeit dafiir interpretieren, dass das System
vom Zustand j in den Zustand : tibergeht.

Man beachte: Fiir alle j = 1, 2, 3 gilt:
0<A; <1firi=1,2,3und Ay + Ay + A5 = 1.
Wir betrachten nun die Abbildung
A Q¥ = Q¥ w i Aw.

Wir stellen folgende Frage: Kann man mit Hilfe der Matrix A feststellen, wie sich die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung beim Ubergang in den neuen Zustand verdndert? Fiir die Aus-

gangszustande
1 0 0
o .l 1].[o
0 0 1

ist dies wegen Bemerkung 1.2.10 ja gerade die Definition. Welche Interpretation hat

1 1 1/2 5/12
ZP((O))E(K((O))A(W) = (5/12)?
0 0 0 1/6

Dies ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung nach zwei Zeittakten, wenn die Maus anfangs
mit Sicherheit im ersten Zimmer war. Die Produktmatrix

1/2 1/3 0 1/2 1/3 0 5/12 5/18 1/6
A2=AA=| 172 1/3 1/2 1/2 1/3 1/2 | =| 5/12 4/9 5/12
0 1/3 1/2 0 1/3 1/2 1/6 5/18 5/12

gibt daher den Ubergang innerhalb von zwei Zeittakten an. Wir werden spéter beweisen
konnen, dass fiir sehr grofie n die Eintrdge von A" sehr nahe an die der Matrix

2/7 27 2/7 L2 2
(3/7 3/7 3/7)?(3 3 )
2 2

2/7 2/7 27

N W N
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Bemerkung 1.3.3. Sei A € Q™*". Dann gilt:

(1) Aist genau dann injektiv, wenn die Faser von A iiber der Nullspalte 0,, € Q™*! nur
aus der Nullspalte 0, € Q™! besteht. Nach Bemerkung 1.2.11 heif3t dies, dass 0,,
sich nur trivial aus den Spalten von A linearkombinieren ldsst, d.h. mit Nullen als
Koeffizienten.

2) Aist genau dann surjektiv, wenn sich alle Spalten aus Q™*! aus den Spalten von A
linearkombinieren lassen.

Beweis.

(1) (=) Ist A injektiv, so haben alle Fasern unter A hochstens ein Element. Nun gilt
A(0,,) = 0,,, da A linear ist. Also ist A~*({0,,}) = {0, }.

(«<) Seien z,y € Q™! mit A(z) = A(y). Dann ist A(z — y) = 0,5, also nach Vorausset-
zungz —y = 0,, d.h. z = y.

(2) Es gilt ﬁ(:c) =x1A_1+...+2,A_, (Bemerkung 1.2.11), also besteht das Bild von A
aus allen Linearkombinationen der Spalten von A. ]

An dieser Stelle ist eigentlich noch viel mehr zu sagen, etwa dass bei injektiven A :
Q™! — Qm*! gilt: n < m und ein Linksinverses kann als lineare Abbildung gewéhlt wer-
den. Oder dual bei surjektivem A gilt: m < n und ein Rechtsinverses kann linear gewahlt
werden.

Nun werden wir eine wichtige Folgerung aus der Assoziativitdt der Komposition von
Abbildungen fiir die Assoziativitat der Matrixmultiplikation ziehen:

Folgerung 1.3.4. Die Matrixmultiplikation ist assoziativ, genauer: Sind A € Q™" B €
Qe C € Q°*P, s0 gilt:
(AB)C = A(BC).

Beweis.
(ZZ\E)/C’: (AAB/)oé Satz 1.3.1
= (Ao B)oC Satz 1.3.1
= Ao (BoC) (Komposition von Abbildungen ist assoziativ)
= Ao BC Satz 1.3.1
— A(BO) Satz 1.3.1
Aus Satz 1.2.15 folgt nun die Behauptung. O

Hier ist eine kleine Anwendung der Assoziativitdt der Matrixmultiplikation in dem
wahrscheinlichkeitstheoretischen Beispiel 1.3.2.

Beispiel 1.3.5. In Beispiel 1.3.2 war die Frage offengeblieben, ob A die Menge der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen

W={weQ¥|0<w <lfiirallei =1,2,3,w; +wy +ws =1},

in sich transformiert. Greifen wir uns die letzte Bedingung heraus. Man kann sie auch so

schreiben:
w1y
(11 1) we | =(1).
w3

Ende
Vorl. 2
12.10
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Inhaltlich war die entscheidende Eigenschaft der Matrix A, dass die Eintrdge nicht negativ
waren und die Spaltensummen alle gleich 1 sind. Letzteres bedeutet:

(11 1H)A=(1 1 1).
Somit bekommen wir aus der Assoziativitdt der Matrixmultiplikation
(11 D)Aw)=(11 NAw=(1 1 Hw=/(1),
womit die letzte Bedingung fiir Aw tiberpriift ist. Die anderen Bedingungen zu tiberpriifen

lasse ich als eine analoge Ubung.

Erinnerung: Genau dann ist eine Abbildung f : X — Y bijektiv, falls eine Abbildung
g Y — X existiert mit
gof=idx und fog=idy.

Eine solche Abbildung ist notwendigerweise eindeutig bestimmt:
g =g oidy =g'ofog=idxog=y.
Man nennt sie die zu f inverse Abbildung oder einfach das Inverse von f und schreibt
g=:f1
Bemerkung 1.3.6. Ist A : Q"*! — Q"*! bijektiv, so ist (A)~' : Q! — Q™! linear.

Beweis. Seien z,y € Q™! und r € Q. Wir wollen zeigen, dass

(A7 (rz+y) = r(A) 7 (2) + (A) 7 (y) =)

gilt. Dazu wenden wir die injektive Abbildung A auf beide Seiten an:

A(r(A) M z) + (A) " (y) = rA((A) " (z)) + A((A) ()
=rr+vy
g((ﬁ)’l(m: +y))=rr+y

Da A injektiv ist, folgt aus der Gleichheit der Bilder die Gleichung (—). O

Definition 1.3.7. Eine Matrix A € Q"*" heift invertierbar, falls A : Q"1 — Qn*1 bijek-
tiv ist. In dem Fall heifst die eindeutig bestimmte Matrix B € Q"*" mit AB = BA = I,, die
zu A inverse Matrix und wird mit A~! bezeichnet, d.h.

(A) = AL

Beim Verstdandnis der Matrixmultiplikation helfen uns Zeilen auch weiter. Wenn wir die
beiden Beweise des Satzes 1.3.1 analysieren, so kommen wir zu dem Schluss, dass der erste
Beweis spaltenorientiert war, der Substitutionsbeweis aber zeilenorientiert. Die folgende
Bemerkung gibt ein ausgewogenes Bild.

Bemerkung 1.3.8. Sei A € Q™" B € Q"° und C = AB € Q™*°. Weiter bezeichne
A= (A, ..., Ayn) € QP die i-te Zeile von A. Dann gilt:
(1) Cij = A; _B_ ; (Zeile mal Spalte).
(2) C_; = AB_ (spaltenorientiert).
(3) C;— = A;_B (zeilenorientiert).
4) C=A_1B,_+A_2B,_+ ...+ A_, B, _ (Spalte mal Zeile).
Beweis. Ubung. O
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1.4 Der Gaufische Algorithmus

Lernziel: Gaufisches Eliminationsverfahren mit Anwendungen auf Bestimmung von Lo-
sungsmengen linearer Gleichungssysteme, Invertieren von Matrizen, Transponieren von
Matrizen.

Wir wollen ein Verfahren kennenlernen (oder fiir die meisten wiederholen), welches die
Faser tiber einem Punkt im Bildbereich unter der linearen Abbildung bestimmt. Es handelt
sich um den Gaufsschen Algorithmus, den Carl Friedrich Gaufs vor etwa 200 Jahren fiir
die Behandlung astronomischer Fragestellungen entwickelt hat. Es hat sich gezeigt, dass
man dieses Verfahren schon vor 2000 Jahren in China kannte*, ist dort aber wohl wieder in
Vergessenheit geraten. Unsere Ausgangssituation ist das lineare Gleichungssystem

Ar =b *)

mit A € Q™" und b € Q™! fest vorgegeben. Gesucht ist die Faser von A iiber b, also alle
z € Q™*, die (*) erfiillen. Ausgeschrieben haben wir also

Aul’l + A12I2 + ...+ Alnl’n = bl
Aoy + Aoy + ...+ Aoz, = by (**)
Amlxl + Am2x2 +...+ Amnxn = bm

Statt dies immer auszuschreiben, arbeiten wir einfach mit der erweiterten Matrix (A|b)
des linearen Gleichungssystems. Der senkrechte Strich deutet an, wo die Matrix des Glei-
chungssystems aufhort und die rechte Seite anfangt. Es versteht sich von selbst, dass nicht
alle linearen Probleme gleich in dieser Gestalt gegeben sind, sondern dass man manchmal
etwas dafiir arbeiten muss damit man diese Gestalt erhilt, einige Beispiele dafiir erhalten
Sie in den Ubungen.

Die erste Beobachtung besteht darin, dass es besonders einfache Situationen gibt, in denen
man die Losungen fast direkt ablesen kann.

Definition 1.4.1. Sei M € Q%*! eine Matrix.
(1) Furi € sist der i-te Stufenindex St;(M) definiert als
Sti(M) = min{j € t | My; # 0}
Falls M; _ die Nullzeile ist, setzen wir St;(M) =t + i.
(2) M istin Stufenform, falls die Folge
St(M) = (St; (M), Sto(M), ..., Sts(M))
streng monoton steigend ist, d.h.
Sty (M) < Sto(M) < -+ < Sts(M).

Falls zusétzlich noch fiir jeden Stufenindex j = St;(M) < t gilt, M_ ; = (I,)_, so ist
M in strikter Stufenform (bzw. reduzierter Stufenform).

4FANG-CHENG-ALGORITHMUS, vgl. P. Gabriel: Matrizen, Geometrie, lineare Algebra



Ende
Vorl. 3
17.10
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Beispiel 1.4.2.
]_Zl—|— 222+ 323+ 2].2’4 = 2
221+ 4ZQ+ 423+ 282’4 = 3

1 2 3 2112
2 4 4 28|3
hat Stufenfolge (1, 1), ist also nicht in Stufenform. Hingegen
12 3 21| 2
00 =2 —-14|-1
hat Stufenfolge (1, 3), ist also in Stufenform, jedoch nicht in strikter Stufenform. Letztere

liegt bei
1200
0017

vor, wo die Stufenspalten entsprechende Einheitsspalten sind. Das zugehorige lineare Glei-
chungssystem ist

hat zugeordnete Matrix

NN |

Zl—l— 22’2 =
23+ 72’4 =

Dieses Gleichungssystem kann man nun sehr leicht 16sen: Man fiigt fiir jeden Nichtstufen-
index einen Parameter p; und eine neue Gleichung ein. Im vorliegenden Fall: z;, = p;, 24 =
p2. Durch Addition geeigneter Vielfache dieser neuen Gleichungen bringt man das neue
Gleichungssystem in die strikte Stufenform und kann alle Losungen ablesen:

DN [0 | =

2+ 22 = 1 120 0|3
mt Tz = 3 00173
29 = N 010 0|m
Z4 = P2 0 0 01 P2
Also
1 0 00 %—2}?1 2’1:%—2p1
01 0 0|ps Z2 = D1
001 017 |01 7
0 0 01 P2 24 = D2 mltpl,pge@beheblg

Bei einem linearen Gleichungssystem in Stufenform ist somit die Gesamtheit der Losun-
gen ablesbar. Leider ist nicht jedes Gleichungssystem in dieser Form gegeben. Hier ist eine
ganz allgemeine Strategie, die iiber den Fall der linearen Gleichungssysteme hinausgeht,
wie man ein solches Problem angehen kann.

Bemerkung 1.4.3. Sei f : N — M und m < M. Fiir jede injektive Selbstabbildung
g: M — M gilt fiir die Faser’ von f tiber m:

7 {mp) = (g0 ) ({g(m)}).

Beweris.
n€(gof)'({g(m)}) <= (go f)(n)=g(m)
— g(f(n)) = g(m)
< f(n)=m (fir ,=* brauchen wir g injektiv)

(und fiir ,,<" nur g Abbildung)

°Die Faser f~!({m}) von f iiber m ist die Losungsmenge des Gleichungssystems f(n) = m.
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Die sich ergebende Strategie ist somit, eine Folge von injektiven und daher fasererhal-
tenden Selbstabbildungen anzuwenden, bis man die Losungen hoffentlich ablesen kann.
Im vorliegenden Fall der linearen Gleichungssysteme wird man selbstverstandlich die Ka-
tegorie der linearen Abbildungen nicht verlassen wollen.

Um die formale Definition dieser injektiven linearen Selbstabbildungen besser verste-
hen zu konnen, bemerken wir zuerst:

Bemerkung 1.4.4. Seien m € Nund ¢; := (I,,)_; € Q™*! (die i-te Einheitsspalte).

(1) Ist z € Q**° eine Zeile, so ist e;z die m x o-Matrix, die z als i-te Zeile hat und sonst aus
Nullen besteht.

(2) Sei f; = (Im);— € Q™™ die j-te Einheitszeile. Nach 1. hat die m x m-Matrix e, f;
genau eine 1 an der Stelle (7, j) und sonst Nullen.

(3) Fur M € Q™™ ist f;M = M, _, die j-te Zeile von M (vgl. Bemerkung 1.2.10).

(4) Insbesondere ist ¢, f; M ebenfalls eine m x n-Matrix, die die j-te Zeile von M als ihre
i-te Zeile hat und sonst aus Nullen besteht.

Hier ist eine Auswahl von quadratischen Matrizen, die injektive, sogar bijektive® Selbst-
abbildungen induzieren. Diese Matrizen kann man also von links an die erweiterte Matrix
eines linearen Gleichungssystems multiplizieren, ohne die Losungsmenge zu verdndern,
wie wir aus Bemerkung 1.4.3 bereits wissen.

Definition 1.4.5. Seien n, ¢;, f; wie in der letzten Bemerkung. Jede Matrix, welche von
einem der drei nachfolgenden Typen ist, heifit elementare Umformungsmatrix:

(1) Fur1 <1i,j <mmiti # jund a € Q sei

1 fallsp =g¢q
Add,, (4,55 a) = I, +aeif; :m xm — Q: (p,q) — § a falls(p,q) = (4,7)
0 sonst

(2) Fur1 <i<munda € Q — {0} sei

1 fallsp=q+#i
Muly,(i;a) = I, + (a = Deifi im xm — Q: (p,q) = § a falls (p,q) = (i,1)
0 sonst

3) Furl <i<j<msei

1 fallsp=gq¢{i,j}
Very,(i,j) :mxm — Q: (p,q) = 1 falls (p,q) € {(4,7),(J,7)}
0 sonst

Es gilt also

Verm(i,j) = (61 c 621656141 .. . €51€6€547 . .. em)

- (fl S fi—lfjfi-i—l . --fj—lfifj-i—l . fm)

Auch im Hinblick auf das Losen linearer Gleichungssysteme sind folgende Bemerkun-
gen wichtig:

SWir werden spiter beweisen, dass jede injektive lineare Selbstabbildung auf M = Q™*! automatisch
bijektiv ist.
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Bemerkung 1.4.6. Sei M € Q"*".

(1) Das Produkt Add,,(, j; a) M unterscheidet sich von M nur in der i-ten Zeile, welche
in dem Produkt gleich M; _ + aM; _ ist. Insbesondere ist Add,, (7, j; a) € Q™ ™ inver-
tierbar mit inverser Matrix Add,, (7, j; —a).

(2) Das Produkt Mul,,(i,a)M hat mit M alle Zeilen aufler der i-ten gemeinsam, und
diese ist gleich alM; _. Insbesondere ist Mul,,(i,a) € Q™™ invertierbar mit Inverser
Mul,, (7, a™1).

(3) Im Produkt Ver,, (i, j) M sind gegentiiber M die i-te und die j-te Zeile vertauscht. Ins-
besondere ist Ver,, (i, j) € Q™*™ zu sich selbst invers.

Beweis. Ubung. O

Algorithmus 1.4.7 (Gauf3-Algorithmus).
Gegeben: M € Q™" .
Output: Eine m x n-Matrix in Stufenform bzw. strikte Stufenform, die durch Linksmultipli-
kation mit elementaren Umformungsmatrizen aus M hervorgeht.
Algorithmus:

(1) Uberfiihre M in eine Stufenform:

(a) Finde den kleinsten Spaltenindex j mit M_ ; # 0 (sprich finde die erste Spalte,
die nicht Null ist).

(b) Finde den kleinsten Zeilenindex ¢ mit M, ; # 0.

(c) Falls i # 1, vertausche die erste und i-te Zeile, d.h. ersetze
M ~ Ver,,(1,i) M

so, dass wir jetzt « = 1 haben.

(d) Falls M, ; # 1, ersetze
M ~> Mul,,, (1, My )M

so, dass wir mit M, ; = 1 weiterarbeiten konnen.

(e) Raume die j-te Spalte aus durch Subtraktion der M, ;-Vielfachen der ersten Zeile
von der i-ten Zeile, d.h. ersetze der Reihe nach

fiuri=2,...,m.
(f) Wiederhole (1le) mit der Teilmatrix von M, die durch Streichen (bzw. Ignorie-

rung) der ersten Zeile und der ersten j Spalten hervorgeht. Am Ende hat man
eine Matrix M in Stufenform.

(2) Uberfiihre M in eine strikte Stufenform:
Bringe die resultierende Matrix durch die Linksmultiplikationen mit elementare Um-
formungsmatrizen vom Typ Add,, (4, j; a) auf strikte Stufenform.

Beweis. Wir miissen nur noch zeigen, dass der Algorithmus nach endlich vielen Schritten
terminiert. Dies sieht man wie folgt: Nach spétestens n — 1 Ubergingen zu Teilmatrizen
wird die Stufenform erreicht. Hat eine dieser Teilmatrizen r Zeilen, so sind zu jedem Uber-
gang maximal 1 + 1 + (r — 1) Zeilenumformungen notwendig. Die Anzahl der Zeilenum-
formungen im zweiten Teil kann man auch leicht abschitzen (Ubung). O
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Bemerkung 1.4.8. Falls man tiber Q arbeitet ergeben sich fiir den Schritt (1b) mehrere
Alternativstrategien. Hier ist eine davon: Finde den kleinsten Zeilenindex ¢ mit M; ; # 0,
so dass eine Division der i-ten Zeile durch M, ; eine ganzzahlige Zeile ergibt. Falls es keine
solche Zeile gibt, verfahre wie in (1b).

Beispiel 1.4.9.
30 6 3 3 1 0 2 11 1 0 2 11
2 0 4 35 Muligl;%) 2 0 4 3 5 Adds(2,1;-2) 0 00 1 3
030 2 3 0 3 0 2 3 03 0 2 3
1 2 2 3 5 1 2 2 3 5 1 2 2 3 5
1 0 2 11 1 0 2 11
Add4£4/;1;71) 0O 0 01 3 ve%g,zl) 0 2 0 2 4
0 3 0 2 3 03 0 2 3
02 0 2 4 0 00 1 3
1 0 2 11 1 0 2 1 1
Muligz;é) 0101 2) Adds(32-3) |0 1 0 1
0 3 0 2 3 000 -1 -3
0 0 01 3 0 0 O 1 3
1 0 2 11 1 0 2 11
Mulé\(g;—l) 0 1 0 1 2| Adds(4;3,-1) (0 1 0 1 2
00 01 3 0 00 1 3
0 00 1 3 0 00 0O
1 0 2 0 -2 1 0 2 0 -2
Adda(1,3-1) 1O 1 0 1 2| Adds(23-1) [0 1 0 0 -1
- 0001 3 e 0001 3
0000 O 0000 O
Algori : . Ende
gorithmus 1.4.10 (Gauf3-Algorithmus zum Losen).
Gegeben: M € Q* (") erweiterte Matrix eines linearen Gleichungssystems. ;/82164

Gesucht: Losungsmenge des linearen Gleichungssystems.

(1) Wende den Gaufs-Algorithmus auf M an und erhalte eine strikte Stufenform mit der-
selben Losungsmenge. Letztere ist genau dann leer, wenn n + 1 ein Stufenindex ist.

(2) Mache Losungen explizit:

Falls n 4+ 1 kein Stufenindex ist, streiche die Nullzeilen von M und fiige fiir jeden
Nichtstufenindex i, mit ¢ = 1, .. ., d der linken Seite eine neue Zeile ((1,,);,—|p¢) zu der
erweiterten Matrix hinzu, wo p, paarweise verschiedene Parameter sind. Bringe die
resultierende Matrix durch die Linksmultiplikationen mit elementaren Umformungs-
matrizen vom Typ Ver,, (7, j) und Add,, (7, j, a) wieder auf strikte Stufenform. Diese ist
gegeben durch (/,, L), wo L eine Spalte ist, die die Losungen in Abhéngigkeit von
den Parametern angibt.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass wir am Ende wirklich sehen konnen, ob eine Losung exi-
stiert und alle Losungen ablesbar sind. Nach Bemerkung 1.4.3 und der Invertierbarkeit der
Umformungsmatrizen aus Definition 1.4.5 dndert sich die Losungsmenge nicht. Das Weg-
lassen von Nullzeilen ist kein Informationsverlust und das Hinzufiigen der Zeilen mit den
Parametern nur eine Namensgebung. O

Mit dem Gaufsschen Algorithmus sind wir im Besitz einer Schliisseltechnologie. Mit
seiner Hilfe konnen wir nicht nur Fasern von linearen Abbildungen bestimmen, sondern
viele der Begriffe aus dem Abbildungsabschnitt algorithmisch beherrschen:
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Bestimmung des Bildes einer linearen Abbildung (vgl. Beispiel 1.4.11),

Bestimmung von linearen Rechtsinversen (vgl. Beispiel 1.4.12) bzw. Linksinversen,

* Surjektivitdtstests und Injektivitatstests.

Wir begniigen uns jeweils mit Beispielen.

Wir wollen jetzt mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus das Bild einer linearen Abbil-
dung bestimmen. Man kann natiirlich sagen, dass das Bild einfach aus allen Linearkom-
binationen der Spalten der Matrix besteht. Dies ist Bemerkung 1.2.11. Diese explizite Be-
schreibung eignet sich in der Tat dafiir, alle Bilder zu parametrisieren. Dagegen eignet sie
sich diese explizite Beschreibung schlecht dafiir, um schnell entscheiden zu kénnen, ob ei-
ne vorgegebene Spalte aus dem Zielbereich im Bild ist oder nicht. Dafiir wire eine implizite
Beschreibung des Bildes (etwa als Losungsmenge einer Gleichung) wesentlich vorteilhaf-
ter.

Wir gehen hier so vor, dass wir die rechte Seite mit Unbestimmten vorbesetzen, den er-
sten Teil des Gaufischen Algorithmus Algorithmus 1.4.10 durchfiihren und dann durch die
Losbarkeitsbedingung ein lineares Gleichungssystem fiir die Losungsmenge bekommen.

Beispiel 1.4.11.
Aufgabe: Beschreibe Bild A implizit, wo A gegeben ist durch

1
A= 2
3

W N
O = W
O Ot =~

Losung: Wir wenden den Gaufsschen Algorithmus auf die Matrix

1 2 3 4|2
2 3 4 5y
345 6|z
an. Also:
1 2 3 4 |x 1 2 3 4|z
0 -1 -2 3|ly—2z |~ 01 2 3|—-y+2z
0 -2 -4 —6|z—3x 000 O0|z+x—2y
x ~
Also [ y | € Bild(A) genau dann, wenn z + = — 2y = 0. Hieran kann man sofort entschei-
z

den, ob eine vorgegebene Spalte im Bild von A liegt oder nicht.

Fiir den Abschluss dieses Kapitels brauchen wir noch eine kleine Erinnerung aus der
Mengenlehre. So wie man bijektive Abbildungen durch die Existenz einer Inversen cha-
rakterisieren kann, kann man surjektive resp. injektive Abbildungen durch die Existenz
von Rechts- resp. Linksinversen charakterisieren.

Erinnerung: Sei f : M — N eine Abbildung.

(1) Genau dann ist f surjektiv, wenn es eine Rechtsinverse von f gibt, also eine Abbil-
dung g : N — M mit f o g =idy.

(2) Genaudannist f injektiv, wenn es eine Linkssinverse von f gibt, also eine Abbildung
h:N— Mmitho f =idy.
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Als néchstes wollen wir an einem Beispiel diskutieren, wie man eine Rechtsinverse fiir
surjektive lineare Abbildungen bestimmen kann. Als Voriibung eine kleine Aufgabe:

Ubung 1.4.1. Stellt A € Q™*" eine surjektive lineare Abbildung A Q< — Q™! dar,
so gibt es ein lineares Rechtsinverses von A, d.h. eine Matrix B € Q™™ mit AB = I,,.
Hinweis: Uberlege, warum man nur die Bilder der Standardbasisvektoren von Q™! ver-
folgen muss.

Beispiel 1.4.12.
Aufgabe: Sei A € Q*** gegeben durch

1 2 3
A:(z 34)'
Man iiberpriife, ob A : Q3*! — Q2! ein Rechtsinverses hat und berechne gegebenenfalls
alle linearen Rechtsinversen.

Losung: Gesucht sind alle Matrizen B € Q**? mit AB = [,. Somit haben wir zwei lineare
Gleichungssysteme zu 16sen, namlich

AB_’l = < é ) und AB_’Q = ( (i) )

Da diese beiden Gleichungssysteme dieselbe linke Seite, ndmlich A, haben, kann man sie
simultan 16sen, indem man beide rechten Seiten zu einer zweispaltigen rechten Seite I,
zusammenfasst und dann den Gaufsschen Algorithmus anwendet:

(12310>M<1 2 310)N§ ?_;_g_f -
2 3 4(0 1 0 -1 —2|-21
0O 1] a b

Alle linearen Rechtsinversen sind somit durch die Matrizen

—3+a 2+5b
2—2a —1-—-2b
a b

gegeben mit a,b € Q beliebig. Man nennt auch diese Matrizen die rechtsinversen Matri-

zen von A. Man beachte jedoch, dass unter den rechtsinversen Abbildungen von A auch
nichtlineare Abbildungen gibt.

Ubung 1.4.2. Das surjektive Aist genau dann bijektiv, wenn sein Rechtsinverses B ein-
deutig bestimmt ist. In diesem Fall ist es gleichzeitig Linksinverses und somit Inverses von
A
Hinweis: Benutze den Hinweis von Ubung 1.4.1.

Linksinverse fiir injektive lineare Abbildungen kann man durch einen kleinen Trick auf die
Bestimmung von Rechtsinversen zuriickfiihren.

Definition 1.4.13. Ist A: m x n — Q: (i,7) — A,; eine Matrix, so heift
A“ﬂ:@xm%@:(i,j)HAji

die transponierte Matrix oder einfach die Transponierte von A.
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Lemma 1.4.14. Sind A € Q™" und B € Q"*°, so sind B € Q°*" und A" € Q™™ und
(AB)”' — BtTAtr.

Ist A surjektiv mit Rechtsinversem B, so ist A" injektiv mit Linksinversem B und umgekehrt.

Beweis. Ubung. O



Kapitel 2

Zahlen, Vektoren, Polynome

2.1 Gruppen, Ringe und Korper

Lernziel: Gruppenaxiome und ihre Bedeutung, Rechnen in Kérpern im Sinne von Addie-
ren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren. Beispiele von Korpern: Q, R, C, F,,. Rolle
von Z, EUKLIDischer Algorithmus und Teilbarkeitstheorie in Z.

Jetzt ist der Zeitpunkt gekommen, wo wir erstmalig axiomatisch an unsere Probleme her-
angehen wollen. Es geht also darum, dass man sich fragt: Was ist der allgemeinste Rahmen
fiir meine Schliisse und Rechnungen? Kann ich aus einer Rechnung in einer konkreten Si-
tuation auf eine allgemeine Vermutung kommen und diese dann durch Ubertragung der
Schliisse auch beweisen? Kann ich Analogien zwischen Situationen sehen, wo der Aufien-
stehende keine Gemeinsamkeiten ahnt? Der erste Begriff, den wir kennenlernen wollen, ist
der der Gruppe, welcher sich im Laufe des 19. Jahrhunderts herausgebildet hat. Zunéachst
werden wir ihn nur zur Definition von Zahlbereichen heranziehen, spater werden wir se-
hen, dass er auch auflerhalb der Zahlbereiche eine grundlegende Rolle spielt.

Definition 2.1.1. Sei G eine nicht leere Menge und - : G x G — G eine Verkniipfung auf
G. Man nennt (G, -) Gruppe, falls - folgende drei Axiome erfiillt:

(1) (Assoziativgesetz) Fiir alle z,y, z € G gilt
- (y-2)=(z-y) 2

(2) (Einselement oder neutrales Element) Es existiert ein eindeutiges Element 1 € G, so
dass fiir alle g € G gilt

l-g=g-1=y.

(3) (Inverses Element) Zu jedem g € G existiert ein g~ € G mit

Oft schreibt man gh statt g - h.
Falls noch folgende Bedingung gilt, heifst G Abelsche Gruppe oder kommutative Gruppe:

(4) (Kommutativgesetz) Fiir alle g, h € G gilt
gh = hg.

Bei Abelschen Gruppen wird manchmal + statt - als Verkniipfungssymbol genom-
men. Dann bezeichnet man das neutrale Element mit 0 und das Inverse von g mit —g.
(Im Unterschied zu -, ldsst man + nicht weg.)

43
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Ubung 2.1.1. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(1) Beim zweiten Axiom (Existenz und Eindeutigkeit des Einselementes) kann eine schwa-
chere Formulierung benutzt werden: Die Existenz impliziert bereits die Eindeutigkeit.

(2) Beim dritten Axiom ist das Inverse eines Elementes g € G eindeutig bestimmt.

Ubung 2.1.2. Sei (G, -) Gruppe. Fiir a,b € G driicke man (ab) ' durch a~! und b~" aus.

Erinnerung: Sind M, N Mengen, so bezeichnet
MYN = {f|f: N — M}

die Menge der Abbildungen von N nach M.
Bemerkung 2.1.2. Es gibt diverse Abschwachungen des Gruppenbegriffs: (G, -) heift

e Halbgruppe, falls (1) erfiillt ist;
* Monoid oder Halbgruppe mit Eins, falls (1) und (2) erfiillt sind.
Beispiel 2.1.3.

(1) Fur (N, +) gilt nur das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz. (Kommutative
Halbgruppe).

(2) Fur a € Z sei Z>, := {r € Z|r > a}. Dann sind fiir (Z>o,+) das Assoziativgesetz,
die Existenz des neutralen Elementes, ndmlich 0 und das Kommutativgesetz erfiillt,
(Kommutative Halbgruppe mit Eins, kommutatives Monoid).

(3) Fiir (Z>_1, +) ist nicht einmal + als Verkniipfung definiert.

)
(4) (Z,-) ist kommutative Halbgruppe mit Eins, aber keine Gruppe: 0a = 0 fiir alle a € Z.
(5) Q* := (Q — {0}, -) ist eine kommutative Gruppe. Ebenso R* := (R — {0}, -).

)

(6) Da die Komposition von Abbildungen assoziativ ist, ist (M o) eine Halbgruppe
mit 1 = idy, fiir jede Menge M. Diese ist nicht kommutativ, sobald M mehr als ein
Element enthilt. (Nicht kommutatives Monoid).

(7) (Swm,0) := (Sym(M),0) := ({f € MM|f bijektiv}, o) ist eine Gruppe fiir jede Menge
M. Diese ist nicht kommutativ, sobald M mehr als zwei Elemente enthilt. In Falle
M = n fiir n € N schreibt man 5, statt S,,. Man nennt S, die symmetrische Gruppe
auf M.

(8) Sei GL,(Q) die Menge der invertierbaren Matrizen in Q™*". (Erinnerung: A € Q™"
heifst invertierbar, falls ein B € Q"*" existiert, mit AB = I,,. Ubung: Man hat dann
automatisch BA = [,,.) Dann ist GL,(Q) zusammen mit der Matrixmultiplikation
eine Gruppe mit der Einheitsmatrix I, als Einselement. Die Gruppe GL,,(Q) heift die
generelle lineare Gruppe iiber Q.

(9) Ist M # () eine Menge, so ist QM eine kommutative Gruppe mit der werteweisen
Addition: Fiir f, g € QM definiert man:

(f+g)(m):= f(m)+ g(m) furallem € M

Man beachte, QU, Q**! := Q2*{1} und Q™*" := Qm*2 sind Spezialfille hiervon. Die
Nullabbildung ist immer das 1-Element oder besser 0-Element, wie man bei der ad-
ditiven Sprechweise sagen sollte.
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(10) (Addition von Matrizen) Sind A, B € Q™" Matrizen, so ist nach 9. ihre Verkniipfung
definiert als die Matrix A + B mit Eintrdgen (A + B);; = A;; + B ;.

Fiir uns haben Gruppen zweierlei Bedeutung: Sie treten in den nachfolgenden Definitionen
von Ringen und Koérpern, also Zahlbereichen im weitesten Sinne, wieder auf als Teile der
Definitionen. Zweitens haben Gruppen ein Eigenleben, welches fast alle Teile der Mathe-
matik beeinflusst. Auf dieses kommen wir spéter zuriick.

Unser bisheriger Umgang mit rationalen Matrizen legt die Frage nahe, ob man Ahnliches
mit Matrizen tiber anderen Zahlbereichen durchfiihren kann. Welche Zahlbereiche sind
dies? Welche entscheidenden Eigenschaften brauchen wir, um die Theorie auf diese an-
deren Fille zu iibertragen. Indem man solche Fragen stellt, nimmt man den sogenannten
axiomatischen Standpunkt ein. Es stellt sich heraus, dass man statt mit dem Bereich Q der
rationalen Zahlen einen beliebigen Korper, wie wir ihn jetzt definieren, hernehmen kann.
Nattirlich hat der Korper der rationalen Zahlen noch viele Eigenschaften, die nicht aus den
hier aufgelisteten folgen. Aber diese Eigenschaften sind fiir die Theorie, wie wir sie in die-
ser Vorlesung entwickeln wollen, nicht relevant.

Definition 2.1.4. Sei K eine nicht leere Menge mit zwei (inneren) Verkniipfungen -+
(genannt Addition) und - (genannt Multiplikation). Das Tripel (K, +,-) heifdt ein Korper,
falls

(1) (K,+) ist eine Abelsche Gruppe mit neutralem Element 0;

(2) fir (K, -) gilt das Assoziativgesetz, die Existenz des 1-Elementes 1 # 0 und das Kom-
mutativgesetz. Weiter ist (K*,-) mit K* := K — {0} eine Abelsche Gruppe mit neutra-
lem Element 1, insbesondere haben alle Elemente # 0 ein multiplikatives Inverses;

(3) es gelten die beiden Distributivgesetze:
a(b+c) =ab+ ac firalle a,b,c € K.

und
(b+c)a = ba + ca fur alle a,b,c € K.

Fiir (2) gibt es diverse Abschwidchungen, die zu allgemeineren Strukturen fiihren:

e Fordert man lediglich, dass (K*, -) ein kommutatives Monoid ist und verzichtet man
auf die Forderung' 1 # 0, so heifit (K, +, -) ein kommutativer Ring mit 1.

¢ Verzichtet man noch zusétzlich auf die Kommutativitat der Multiplikation, spricht
man von einem Ring mit Eins.

Bemerkung 2.1.5. Sei K ein Korper. Dann gilt:
(1) Oa =0 furallea € K.
(2) Statta-b~! schreibt man auch ¢ fiiralle € K,b € K*. Man hat fira,c € K,b,d € K*:

_ad+cb

+

c
d bd

a
b

Beweis.

'Im Falle 1 = 0 gibt es jedoch keine weiteren Elemente in dem Ring; wir sprechen dann vom 0-Ring.
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(1) 0a = (0 + 0)a = O0a + Oa, also durch Subtraktion von Oa erhdlt man 0a = 0.

(2) Ubung. 0
Beispiel 2.1.6.

(1) (R,+,-), kurz R, ist ein Korper.

(2) Qistein Korper (Teilkdrper von R).

(3) Z ist kein Korper, sondern nur ein kommutativer Ring mit 1. Der Korper Q der ratio-
nalen Zahlen geht aus dem Ring Z durch Bereichsvergroéfierung hervor.

(4) Fy :=17Z/27 = {[0] := 27, [1] :== 1 4 27} ist ein Korper, mit folgenden Verkniipfungen:
(i +2Z)+ (j+2Z) := (i + j) + 2Z, (i +2Z)(j + 27Z) == ij + 27

fir alle ¢, j € Z. Man muss hier zeigen, dass die Addition und Multiplikation wohlde-
finiert ist, also vertreterunabhéngig, weil in der Definition mit Vertretern der Aquiva-
lenzklassen gearbeitet wird. Wir lassen dies als Ubung. Man hat also eine surjektive
Abbildung:

TZ—ZL)27 i — i+ 27,

welche das Rechnen {ibertrdgt. Man kann also von einer Bereichsvergroberung von
Z sprechen. Man beachte 0 ist das Nullelement und 1 das Einselement von Z/2Z.
Deshalb liegt es nahe, 0 statt 0 und 1 statt 1 zu schreiben, wenn klar ist, dass wir in
[Fy = Z/27 arbeiten.

Bemerkung 2.1.7.

(1) In einem kommutativen Ring R mit Eins gilt das allgemeine Assoziativgesetz fiir
die Addition, d.h. bei Summen von mehr als zwei Summanden kann man die Klam-
mern weglassen. Entsprechendes gilt fiir die Multiplikation. Es gilt das allgemeine
Kommutativgesetz fiir Addition und Multiplikation, d.h. auf die Reihenfolge von
Summanden bzw. Faktoren braucht man auch nicht zu achten. Es gilt das allgemeine

Distributivgesetz, z.B.
[1(>4) - [T

i=1 \j=1 penm =1
fiir jedes A € R™*™.

(2) Furi € Zspund a € Rseiia == a+---+aund fir i € Z sei ia := —((—i)a). Man
hat einen Ringhomomorphismus

T Z—R:i—1i-1,

d.h. eine Abbildung mit

(i+j)=i+j  (i-j)=iJ
tir alle ¢, 7 € Z. Die Abbildung in Beispiel 2.1.6.(4) ist ein Spezialfall hiervon.

Wegen des ersten Teils der Bemerkung konnen wir alle Betrachtungen, die wir fiir ra-
tionale Matrizen angestellt haben, tibertragen auf K-wertige Matrizen fiir einen beliebigen
Korper K, und zwar inklusive GAUSSalgorithmus, weil man durch Korperelemente (un-
gleich Null) auch durchdividieren kann. Wir formulieren dies als ganz wichtige Ubungs-
aufgabe, mit der Sie sich geraume Zeit befassen sollten.
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Ubung 2.1.3. Ubertragen Sie alle Ergebnisse aus dem vorherigen Kapitel {iber rationa-
le Matrizen und lineare Gleichungssysteme auf Matrizen und lineare Gleichungssysteme
tiber beliebigen Korpern. Man iiberzeuge sich insbesondere beim GAUSSschen Algorith-
mus, dass er iiber einem beliebigen Korper funktioniert.

Beispiel 2.1.8. Aufgabe: Invertiere A € (Z/27Z)3*® = F3** mit

001
A=11 01
010
Losung mit GAUSSschem Algorithmus:
00 1[1 00 1 01(01°0
10101 0]~100T1|1 00|~
01 0/001 01 0/001
1 01{010 1 00(1 10
01 0(001]~11010001
00 1|1 00 00 1|1 00
Also ist
110
Al=10 01
10
Ubung 2.1.4. Sei
001
A=11 01
010

Zeigen Sie: Es existiert ein m € N mit A™ = [;. Finde das kleinste derartige m.

Wir wollen noch eine Folgerung aus der letzten Bemerkung ziehen. Ende
. . Vorl. 6
Definition 2.1.9. Sein € Z>,. 26.10

e Fiir: € ZZO heifst

(1) = ot

Binomialkoeffizient (gesprochen: n tiber i), wobei Pot;(n) die Menge der i-elementigen
Teilmengen von n bezeichnet.

o Fuer,,ZkEZZomlt21++Zk:nhelfgt

(z’1 n : ) =Np ekl ' ({7} =1 firj =1,.. . k}|

Uk

Multinomialkoeffizient.

Es ist klar, dass (7) = (,." .) gilt. Wegen des allgemeinen Kommutativ- und Distributiv-
gesetze (Bemerkung 2.1.7) bekommen wir aus der Formel von 2.1.7 den Multinomialsatz:

Bemerkung 2.1.10 (Multinomialsatz). Sei R ein kommutativer Ring und a4, ..., a, € R.

FurmENgllt
m § : m 7 in
(a/1+"'+an> - <i17...7in)a11...an.
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Ein ganz wichtiger Korper, der in vielen Situationen eine grofie Rolle spielt, ist der kom-

plexe Zahlkorper C.
e {(5 ) ases)

Satz 2.1.11. Die Menge
ist zusammen mit der Matrixaddition und Matrixmultiplikation ein Korper, genannt der Korper der

komplexen Zahlen. Man schreibt abkiirzend a + bi fiir _2 ) Durch die Identifizierung

a
b
von a € Rmita = a+ 0i € C, wird R zu einem Teilkorper von C, d.h. R C C und die Addition
und Multiplikation komplexer Zahlen angewandt auf reelle Zahlen ist die bekannte Addition und

Multiplikation in R.

Beweis. Zuerst miissen wir zeigen, dass die Addition und Multiplikation wohldefiniert
sind in dem Sinne, dass fiir zwei Elemente aus C die Summe und das Produkt auch wie-
der in C liegen (und nicht irgendwelche Matrizen auflerhalb von C C R?**? gind). Bei der
Summe ist das klar, bei dem Produkt folgt es aus der leicht verifizierten Formel

(a + bi)(c+ di) := (ac — bd) + (ad + bc)i.

Die meisten Axiome folgen aus den Eigenschaften der Matrixmultiplikation. Wir lassen
ihre Verifikation als Ubung. Die Kommutativitdt der Multiplikation liest man ab aus der
obigen Formel. Die zu a + bi # 0 multiplikativ inverse komplexe Zahl ist ﬁ(a — bi). Dass

R Teilkorper von C ist, ist ebenfalls klar aus der Multiplikationsformel. O
Ubung 2.1.5. Zeige (a + bi)(c + di) = e + fi genau dann, wenn

a —b c\ [ e
b a d) \f)’
In welcher Beziehung stehen also Linearitdt und Distributivgesetz?

Man kann C als Menge mit der EUKLIDischen Ebene identifizieren und spricht von der
GAUsSschen Zahlenebene. Die Addition und Multiplikation kann dann geometrisch inter-
pretiert werden. Wir kommen spéter hierauf zuriick. Das Korperelement i € C heifit die
imagindre Einheit. Der Name kommt wohl daher, dass es schwer ist, sich eine Zahl vor-
zustellen, deren Quadrat —1 ist. Diese Vorurteile wurden nachhaltig durch die Einfithrung
der GAUSSschen Zahlenebene iiberwunden. Wir kommen spéter auf diverse Eigenschaften
der komplexen Zahlen zuriick. Folgende Ubung ist eine gute Vorbereitung:

Ubung 2.1.6. Fiir a + bi € C mita,b € R heifit a + bi := a — bi die konjugiert komplexe
Zahl. Zeige:

(1) 24 z,2z € Rfuralle z € C.

(2) 2z > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn z = 0.
Definiere |z| := v/27 als den Betrag oder Absolutbetrag ». Dann gilt:
(3) |z122| = |#1]|22| fur alle z; € C.

Es gibt nun diverse Konstruktionen, wie man aus kommutativen Ringen mit 1 Korper
machen kann und aus Kérpern kommutative Ringe mit 1. Wir wollen einige hiervon ken-
nenlernen, hauptsichlich um noch einige neue Korper kennenzulernen, die wichtig sind.
Schauen wir uns zuerst den Ubergang von Z nach Z/27Z an. Dies ist gleichzeitig ein wichti-
ges Beispiel fiir Aquivalenzrelationen und Partitionen. Um es zu verallgemeinern, erinnern
wir an die Division mit Rest, die zu einer interessante Teilbarkeitstheorie bei Z fithrt, welche
man bei Koérpern natiirlich nicht haben kann. Ausgangspunkt fiir die Teilbarkeitstheorie ist
die folgende einfache Aussage:
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Bemerkung 2.1.12. Seien a,b € Z mit b # 0. Wir schreiben

a, a >0,
la] ==
—a, a<y0,

tiir den Absolutbetrag von a. Dann gibt es eindeutige ¢, r € Z mit
a=gb+rund 0 <r < |b

r heifit auch der kleinste nicht negative Rest von a modulo b, abgekiirzt: » = a (mod b).
Falls » = 0 gilt, sagt man b teilt a oder b ist ein Teiler von a, kurz b|a.

Satz 2.1.13. Sei p € Z fest vorgegeben und
~pi={(a,b) € Z X Z| pla — b} C Z X Z.

(1) Dann ist ~, eine Aquivalenzrelation auf 7 und wir schreiben statt (a,b) €~, kurz a ~, b
(oder wie in der Literatur iiblich a = b (mod p)). Die Aquivalenzklassen

[a| . ={be€ Z,b~,a}

fiir a € Z heiflen Restklassen von Z nach p und bilden eine Partition von Z in |p| verschiede
Klassen.

(2) Die Addition und Multiplikation in 7 ist vertriiglich mit ~,, d.h. fiir* [a], [b] € Z/ ~, gibt es
eindeutige Restklassen [c|, [d] € Z] ~, mit

a € [al], B € [b] impliziert o+ B € [c],af € [d],
d.h. auf L] ~,, ist eine induzierte Addition und Multiplikation definiert:
[a] + 8] == [a+ 0], [a] - [b] := [ad)]

fiir alle a,b € Z. Man schreibt iiblicherweise Z /pZ fiir (Z] ~,,+,-) und a + pZ statt [a] fiir
a € Z. Es gilt: ZL/pZ ist ein kommutativer Ring mit Eins.

(3) Ist p eine Primzahl (also eine natiirliche Zahl p # +1 mit der Eigenschaft: p | nm =—
pln 'V plm), so ist Z/pZ ein Korper, der Restklassenkdrper von Z modulo p.
Andere Bezeichnung: F,,.

Beweis.

(1) Wir priifen die definierenden Eigenschaften fiir Aquivalenzrelationen nach. Seien al-
soa,b,ce .
* Reflexivitit: a ~, a, denn p|0 = a — a fir alle a € Z.
e Symmetrie: a ~, b heifit p|(a — b), also auch p|(b — a), d.h. b ~, a.
* Transitivitdt: a ~, bund b ~, cheifsit pja—bund p|b—c, also auch p|(a—b)+(b—c) =

a—c,dhoa~,c

Wir haben genau |p| Aquivalenzklassen, denn 0,1, ..., |p| — 1 sind paarweise indqui-
valent, liegen also in verschiedenen Klassen. Andererseits laft jede Zahl a € Z einen
Rest zwischen 0 und |p| — 1, so dass es keine weiteren Klassen gibt.

2Wie tiblich, bezeichnet Z/ ~,, die Menge der ~,-Aquivalenzklassen.
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(2) Seien a,a’ € [a], B,/ € [b]. Dann gibt es (sogar eindeutig bestimmte) t,u € Z mit
o =a+ptund f/ = f+ puy,also o/ + ' = a+ 5+ p(t + u), d.h. die Addition der
Aquivalenzklassen ist wohldefiniert, und o/ 8’ = a3+ p(au+t3+ptu), d.h. die vertre-
terweise Multiplikation von Aquivalenzklassen ist auch wohldefiniert. Dass Z/pZ ein
kommutativer Ring mit 1 ist, folgt aus der Tatsache, dass Z ein kommutativer Ring
mit Eins ist und sich alle Eigenschaften von Z sich {ibertragen, z.B. die Assoziativitat
der Addition etc.. Nullelement ist 0 + pZ, Einselement ist 1 + pZ. Einzelheiten: Ubung.
Der Trivialfall p = 1 liefert den Nullring, also der mit 1 = 0.

(3) Um im Fall p Primzahl zu zeigen, dass Z/pZ ein Korper ist (und nur in diesem Fall),
brauchen wir nur noch zu zeigen: Zu a + pZ # pZ existiert ein b + pZ mit (a + pZ)(b +
pZ) = 1 + pZ oder anders ausgedriickt: zu a ¢ pZ existieren b,n € Z mit ba + np = 1.
Dies folgt aus dem EUKLIDischen Algorithmus, den wir gleich kennenlernen werden.

O

Folgende Definition dient zur Erinnerung;:

Definition 2.1.14. Fiir a,b € Z ist der grofite gemeinsame Teiler ¢ von a und b (auch ggT
von a und b genannt, geschrieben ggT (a, b)) charakterisiert durch:

tlaAtlb undausd|aAdb = dt.
Insbesondere gilt ggT(a,0) = a.

Ubung 2.1.7. Zeigen Sie, dass der grofite gemeinsame Teiler zweier ganzer Zahlen bis
auf Vorzeichen eindeutig bestimmt ist.
Hinweis: Benutzen Sie nur die Definition.

Algorithmus 2.1.15. (EUKLIDischer Algorithmus, 1. Teil)

Gegeben: a,b € Z,a # 0 # b.
Gesucht: ggT(a,b).
Algorithmus:

(1) Setze a; := a,as :=b.

(2) Furn > 3 setze a, := a,_» mod a,,_1, falls a,,_; # 0.
Nach endlich vielen Schritten hat man das erste £ € N mit a5, = 0. Dann ist a;, der grofite
gemeinsame Teiler von a und b, kurz a;, = ggT(a,b).

Beweis. Wir miissen erstens zeigen, dass der Algorithmus nach endlich vielen Schritten
terminiert. Dies ist klar, denn a,, € Z>( fiir n > 2 und die Folge ist ab dem dritten Glied
streng monoton fallend.

Néchste Behauptung: a;, = ggT(a,b). Zu diesem Zweck mache man sich klar: Fiir jedes n
mit 3 <n < k+ 1 haben a,_1, a,_; dieselben gemeinsamen Teiler wie a,,_1, a,: Dies ist klar,
da

(p—2 = Qn—20an—1 + Qp mit Gn—2 € 7.
Schlieflich ist a;, der grofite gemeinsame Teiler von ay, 0, so dass die Behauptung folgt. [
Beispiel 2.1.16. Bestimme ggT(1002,912):
Wir erhalten die Folge 1002, 912,90, 12, 6,0, also ggT(1002, 912) = 6.
Bemerkung 2.1.17. Sei
b

amod b

> falls b # 0,
“) falls b = 0,

5:Z2X1—>22X1:(Z>|—>

0
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(1) Der Euklidische Algorithmus kann auch so formuliert werden:
Iteriere die Anwendung von ¢, solange der zweite Fall ,,b = 0” nicht eintritt, d.h. bis

zu einem k mit
k=1 @ (1
“(5)=(0)

Dann ist t = ggT'(a, b).
(2) Es giltim ersten Fall ,,b # 0™

(3 p=(v ) (3)-(0)

a=qgb+rmitqeZ,0<r<|b.

wobei

Mit dieser recht offensichtlichen Bemerkung erhélt man den zweiten Teil des Euklidischen
Algorithmus, der den ggT(a,b) als ganzzahlige Linearkombination von a und b darstellt,
die sogenannte Bézout Identitit:

Algorithmus 2.1.18. (EUKLIDischer Algorithmus mit Bézout Identitét)
Gegeben: a,b € Z,a # 0 # b.
Gesucht: t = ggT(a,b) und «, f € Z mit aa + b = t (die Bézout Identitat).
Algorithmus:

(1) Wie oben a; := a, as :=b.

(2) Setze a,, = qna,41 + Gpypo mit q, € Z firn > 1.

0 1
Al.:(l —Q1)

An::(o 1 )An_lfﬁrnzz

Definiere

und

1 —dn

Dann liefert die erste Zeile von A;_; das gewtinschte Paar (a, 5) und es gilt

(1))

Man beachte, dass der Algorithmus so formuliert ist, dass man nur wenige Zwischener-
gebnisse abspeichern muss. AufSerdem ist die erste Zeile von A;_; gleich der zweiten Zeile
von Aj_s.

Beispiel 2.1.19. Bestimme (25 + 31Z)~! in Z/31Z = F3;. Dazu bestimme die Bézout
Identitat vom ggT(31,25) = 1:

31 = 1-25+6
25 = 4-6+1 also
6 = 6-1+0

(V) )G A= 5) () =00

—4-31+5-25 =1, insbesondere 5 - 25 = 1 (mod31) und somit (25 + 31Z)~! = 5 + 31Z.

also



52 KAPITEL 2. ZAHLEN, VEKTOREN, POLYNOME
Ubung 2.1.8. Seien a,b € Z mit b # 0 und A € Z**? mit ganzzahligem Inversen, also
A1 e 7**2. Zeigen Sie:

a

(1) IstA( ’ ) - ( g ),soistd:ggT(a,b).

(2) Fiir (o, B) € Z'*? gilt genau dann aa + b = d, wenn ein z € Z existiert mit (o, 3) =
AL— + ZA27_.

Definition 2.1.20. Sei R ein Ring mit 1. Ein Element v € R heifit Einheit, falls es ein
v € R gibt mit uv = 1 = vu. Die Menge der Einheiten R* := {u € R | u Einheit} nennt man
die Einheitengruppe von R.

Beispiel 2.1.21.
(1) Ein kommutative Ring R mit Eins ist genau dann ein Koérper, wenn R* = R — {0}.

(2) Sei K ein Korper. Die Einheitengruppe von K"*" ist die generell lineare Gruppe
GL,(K).

Ubung 2.1.9. Sei R ein Ring mit 1.
(1) Zeigen Sie, dass die Einheitengruppe R* in der Tat eine Gruppe ist.
(2) Bestimmen Sie alle Elemente der Einheitengruppe des Ringes F3"*.

Definition 2.1.22. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Element » € R — {0} heifst
Nullteiler, falls es ein s € R — {0} existiert mit rs = 0.

Bemerkung 2.1.23. Jeder Korper ist nullteilerfrei.

Beweis. Sei K ein Korper r € K — {0} ein Nullteiler, sprich es existiert ein s € K — {0} mit
rs = 0. Wende s™! auf beide Seiten an und erhalte r = 0. Widerspruch. O

Ubung 2.1.10. Sei R ein endlicher kommutativer Ring mit Eins. Zeigen Sie:
(1) Jedes Element a € R — {0} ist entweder eine Einheit oder ein Nullteiler.
(2) (Z/mZ)* ={a+mZ | ggT(a,m) = 1}.
(3) Bestimmen Sie die Nullteiler von Z /247 und die Einheitengruppe (Z/247Z)*.

Hinweis zu (1): Betrachte Potenzen von a und beachte, dass der Ring nur endlich viele
Elemente hat.

2.2 Gruppenoperationen

Lernziel: Operationen von Gruppen als Aquivalenzprinzip, Bahnen, Losungsmenge eines
linearen Gleichungssystems als Bahn, GAUSSalgorithmus als Vertreterbestimmung einer
Bahn.

Die Gruppenaxiome kommen nicht von ungeféhr. Erstens sind sie zu sehen im Kontext von
Abbildungen: Wir wissen bereits, dass die Komposition von Abbildungen einer Menge in
sich dem Assoziativgesetz gentigt und dass wir in der Identitdtsabbildung ein 1-Element
haben. Inverse bekommt man nur wenn man bijektive Abbildungen nimmt. Zweitens sind
sie zu sehen in Parallele zu den Axiomen einer Aquivalenzrelation: Das Assoziativgesetz
entspricht der Transitivitdt, die Existenz der Eins der Reflexivitit und die Existenz eines
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Inversen der Symmetrie. Hierauf werden wir bald zuriickkommen. Zunéichst einige Bei-
spiele.
Unsere Frage ist: Was macht die Gruppe?

Definition 2.2.1. Sei G eine Gruppe und M eine Menge.

(1) G operiert auf M (von links), falls eine Abbildung
w:GxM— M:(g,m)— gm
gegeben ist mit folgenden zwei Eigenschaften:

Opl. Im = m fir alle m € M, wobei 1 das 1-Element von G ist.
Op2. g(hm) = (gh)m fur alle g, h € G und alle m € M.

w heifit dann auch Operation von G auf M.
(2) G operiere auf M und es sei m € M. Dann heifst
Gm:={gm|ge G} C M
die Bahn von m unter G.

Ubung 2.2.1. Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Definiere fiir g € G
g: M — M:mw— gm

Zeigen Sie: g ist bijektiv (sprich g € Sy;) und gh = go h fiiralle g, h € G.

Zuerst ein Beispiel, welches die Herkunft des Namens Bahn bis zu einem gewissen Grad
erklart.

Beispiel 2.2.2. Wir nehmen (R, +) als Gruppe und M = R? als Menge mit Operation
von (R, +)
R x R? = R?: (t,(z,y)) — (z +t,y—2t)

Man rechnet nach, dass eine Operation vorliegt und identifiziert die Bahnen als Schar von
parallelen Geraden.

Jetzt einige grundsétzlichere Beispiele.

Beispiel 2.2.3. Sei M eine Menge.

(1) Die symmetrische Gruppe Sy = {f : M — M | f ist bijektiv } operiert auf M durch
Anwenden. Die Bahn eines jeden Elementes von m € M ist ganz M.

(2) Sei M = Z/6Zund f : M — M,z — x + 1 die zyklische Permutation der Elemente
von M. Dann ist G := {idy, f, 2, /3, f*, f°} eine Untergruppe von S,,. Wie die volle
symmetrische Gruppe, operiert auch G' auf M durch Anwenden. Wieder besteht M
aus genau einer Bahn. Wir konnen G jedoch auch auf den 2-elementigen Teilmengen
von M operieren lassen. Es gilt | Poty(M)| = 15 und G hat auf Poty (M) genau 3 Bah-
nen:

G-{0,1} = {{i,i + 1} | i € M}, der Lange 6,

G-{0,2} ={{i,i+ 2} | i € M}, der Lange 6,

sowie G - {0,3} = {{0,3},{1,4},{2,5}}, der Lange 3.

Ubung: Wie sehen die G-Bahnen auf den 3-, 4- und 5- elementigen Teilmengen aus?
Hinweis: G - A = (G - A°)° wobei A° = M — A das Komplement der Teilmenge A von
M bezeichnet.
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Sei K ein Korper.

(3) GL,(K) operiert auf K"*! durch Linksmultiplikation.
Ubung: Zeigen Sie dies und zeigen, dass die Operation genau zwei Bahnen hat.
Hinweis: Gauf3-Algorithmus!

(4) GL,,(K) operiert auf K™*" durch Linksmultiplikation.
Ubung: Der GAUSSsche Algorithmus, der die strikte Stufenform herstellt, liefert uns
tiir jede Bahn einen eindeutigen Vertreter.

Ende Der entscheidende Satz ist nun der folgende, den sicher diejenigen von Ihnen schon

Vorl. 8 geahnt haben, die eine Parallelitit zwischen den Axiomen fiir Aquivalenzrelationen und

0711 fir Gruppen gesehen haben: Reflexivitit und Existenz des 1-Elementes, Symmetrie und
Existenz des Inversen, Transitivitit und Existenz eines Produktes.

Satz 2.2.4. Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Definiere die Relation ~¢ auf M durch
m~gm < JgeG:gm=m.

Dann ist ~¢ eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklassen sind die Bahnen von M unter G:

M/ ~g={Gm|me M}

Beweis.
e Dal € G ist ~g reflexiv,
* da Inverse existieren, ist ~; symmetrisch,

e und schliefSlich die Transitivitit etwas ausfiihrlicher: Sei m ~g m’ und m' ~g m”.
Dann existieren g, h € G mitm’ = gm und m” = hm/, also m"” = h(gm) = (gh)m, d.h.
m ~qgm”.

Somit ist ~ eine Aquivalenzrelation, die zugehérigen Aquivalenzklassen sind die Bahnen.
O

Definition 2.2.5. Sei G eine Gruppe, die auf der Menge M operiert.

* Eine Abbildung f : M — N in eine Menge N heifst Invariante der Operation, falls f
konstant auf Bahnen ist, sprich falls f(gm) = f(m) firallem € M, g € G.
Anders ausgedriickt: ~D~¢.

* Die Invariante heifit trennend, falls verschiedenen Bahnen verschiedene Werte zuge-
ordnet werden, sprich falls f(m) = f(m’) fiir m, m’ € M bereits Gm = Gm/ impliziert.
Anders ausgedriickt: ~y=~¢.

Beispiel 2.2.6. S,, operiert auf Pot(n) durch
Sp x Pot(n) — Pot(n) : (¢9,T) — ¢gT :={gt |t € T}

Zwei Teilmengen von n liegen offensichtlich genau dann in derselben Bahn, wenn sie gleich
viele Elemente haben, d.h.
|-|:Pot(n) = Z:T —|T)|

ist eine trennende Invariante und die Bahnen sind durch die Teilmengen Potj(n) mit & =
0,...,n gegeben.
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Beispiel 2.2.7. Bei der Operation
R x R? = R?: (¢, (z,y)) — (e'z, e 'y)

ist

0 :R* = R:(2,9) — 2y
eine nicht trennende Invariante, wie man am Urbild ¢~ ({0}) der Null sieht, welches mehr
als eine Bahn enthalt.

Ubung 2.2.2. Zeigen Sie, dass
GLy(Z) :={A € Z*? | A € GLy(Q), A € Z**?}

eine Gruppe ist, die auf Z**! operiert, so dass

v 7P Z>o (Z) — ggT(a,b)

eine trennende Invariante ist.

Hat man eine Aquivalenzrelation, so ist es immer eine interessante Frage, ob diese Aqui-
valenzrelation in natiirlicher’ Weise von einer Gruppenoperation herstammt, d.h. ob die
Aquivalenzklassen Bahnen einer Gruppe sind. Hier ist ein Beispiel aus dem Bereich der
linearen Abbildungen und linearen Gleichungen.

Beispiel 2.2.8. Sei K ein Korper und 4 € K™ und A : K™ — K™ die induzierte
lineare Abbildung.
Frage: Ist die Bildgleichheitsdquivalenzrelation ~ 7 beztiglich A, also die Aquivalenzrelation
auf K™*! definiert durch = ~ ; y genau dann, wenn Az = Ay, in natiirlicher Weise induziert
durch eine Gruppenoperation? Anders ausgedriickt, ist ~ 3=~ fiir eine in diesem Kontext
natiirliche Gruppenoperation G.
Antwort: Ja. Die Gruppe ist G .= A~1({0}), die Faser von A iiber 0 € K™*!, die wir auch
spater den Kern von A nennen werden (vgl. Bemerkung 1.3.3.(1)). Dies ist ndmlich eine
nicht leere Menge, da die Nullspalte aus K nx<l dazugehort. Mit z,y € A1({0}) ist auch
z+ye A({o}), dennA(a:+y) A(z) + A(y) =0+ 0 =0, und mit z € A1({0}) ist auch
—z € A1({0}), d.h. A1 ({0}) ist eine sogenannte Untergruppe von K"
Die Gruppe A~'({0}) operiert auf K™*! vermoge

“1{0}) x K™ = K™Y (a,2) v a+a

Die Abbildung A ist konstant auf den Bahnen dieser Operation ist, da A linear ist: A(a +

1) = Az x) fir alle a € A71({0}) und = € KL, Sei umgekehrt A(z) = A(y), dann ist
z—ye A1{0}) und z = (z — y) + y, d.h. die Bahnen sind genau die Aquivalenzklassen
und A ist eine trennende Invariante dieser Operation.

Wir halten fest, Invarianten sind niitzlich, um festzustellen, ob zwei Elemente in dersel-
ben Bahn liegen. Es gibt aber noch eine andere Methode, die wir beim GAUSSschen Al-
gorithmus schon gesehen haben: Normalformen. Normalformen bilden einfach ein ausge-
zeichnetes Vertretersystem der Bahnen. Hat man einen Algorithmus, der die Normalform
herstellt, hat man dann auch ein Verfahren, um die Zugehorigkeit zu derselben Bahn zu
testen.

3Kiinstlich kriegt man das immer hin! Ubung,.
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2.3 Vektorraume

Lernziel: Formale Definition von Vektorraumen und lineare Abbildungen motiviert an ei-
nigen Beispielen, Rechnen in einigen konkreten Vektorrdumen, direkte Summen von Vek-
torrdaumen, Teilrdume, Faktorraume, Homomorphiesatz, Interpretation fiir lineare Glei-
chungssysteme.

Beispiel 2.3.1 (Beispiele fiir natiirlich auftretende lineare Abbildungen). Folgende Ab-
bildungen ¢ : D — W sind linear in dem Sinne, dass ¢(aX) = ap(X) und (X +Y) =
o(X)+p(Y)furallea € K und X,Y € D, wobei K ein Korper ist:

(1) Sei A € K™ " eine Matrix iiber dem Korper K. Sei D = K™ W = K™ ! und ¢ :=
A:D — W :s+— Asdie durch A induzierte lineare Abbildung.

(2) Sei K = R, D die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen auf R und W die
Menge der stetigen Funktionen und ¢ die Ableitung;:

¢: f— f:= 1. Ableitung von f.
(3) Sei D = W die Menge der stetigen Funktionen auf R und ¢ das Integral:

p:fIfmitlf(z) = /Oxf(u)du

(4) Sei D =W = K", K ein beliebiger Korper und ¢ einer der beiden Schiebeoperatoren
¢ (ay,as,as,...)— (ag,as,...)

oder
¢ : (a1, a9,as,...)— (0,a1,as,...).

(5) Sei D =W = K%, K ein beliebiger Kérper und ¢ der Differenzenoperator
v :(ay,as,as,...)— (a1,a0 —ay,az — as, . ..)
oder sein Inverser, der Summenoperator
¢ (ar,a9,as,...) = (a1,a1 + as, a1 + as + as, . . .)
(welcher im Falle K = R wiederum verwandt ist mit dem Arithmetisches-Mittel-

Operator
a;+as ay+ as+as

2 3 .

¢ : (a1, a9,as,...)— (ag, )
(6) Sei D die Menge der konvergenten reellen Folgen, K = R und W = R und ¢ ist der
Grenzwertoperator
¢ : (ar,as,as,...)— lim a,.
n—oo
Vektorraume sind die Antwort auf die Frage nach den Definitions- und Wertebereichen
linearer Abbildungen.

Definition 2.3.2. Sei K ein Korper. Eine Abelsche Gruppe (V, +) zusammen mit einer
dufleren Verkniipfung
KxV—=YV:(a,X)—aX



2.3. VEKTORRAUME 57

heifit Vektorraum tiber K oder K-Vektorraum, falls gilt

1) a(X+Y) = aX+aY firallea € Kund X,Y € V;
2) (a+b)X = aX+bX furallea,b € K und X € V;
3) (ab)X = a(bX) furallea,b € Kund X € V;
4) X = X fir alle X € V.

Die Elemente von V heifsen Vektoren.
Bemerkung 2.3.3. Ist V ein K-Vektorraum, so gilt:

(1) 0X = 0 fur alle X € V, wobei die linke Null das Nullelement von K ist und die
rechte das Nullelement von V.

(2) (—=1)X = —X furalle X € V.
Beweis.
(1) 0X = (0+0)X = 0X + 0X, also durch Subtraktion von 0.X folgt die Behauptung.
(2) Ubung. [

Beispiel 2.3.4. Sei K ein Korper und M eine Menge. Dann ist K ein Vektorraum tiiber
K mit werteweiser Addition:

f+g:M—=K:mw— f(m)+g(m) fiir alle f, g € KM
und werteweiser Multiplikation
af : M — K :m— af(m) firalle f € K und a € K.

Die Verifikation ist eine ganz wichtige Ubung.
Man beachte, K", K**" K™*" KK KN sind Spezialfille dieses Beispiels. Beachte weiter,
K = K!ist ebenfalls Vektorraum iiber K.

Definition 2.3.5. Seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K. Eine Abbil-
dung ¢ : V — W heifst K-linear (oder ein K\-Homomorphismus), falls fiir alle X,Y € V
und alle a € K gilt

e(aX +Y) =ap(X)+ p(Y).

Ist ¢ noch zusitzlich injektiv, surjektiv bzw. bijektiv, so heifst ¢ ein Monomorphismus,
Epimorphismus bzw. Isomorphismus; ist )V = W, so heifit ¢ auch Endomorphismus. Bi-
jektive Endomorphismen heifien Automorphismen. K-Vektorrdume V',V zwischen denen
ein Isomorphismus existiert, heiffen isomorph, in Zeichen: V = W.

Ubung 2.3.1. Ist p : V — W ein Isomorphismus. Zeigen Sie: ¢! : W — V) ist auch ein
Isomorphismus.

Beispiel 2.3.6. Sei K ein Korper.

(1) Die Abbildung * : K"*™ — K™ " A + A" ist ein Isomorphismus von K-Vektor-
raumen. Was ist das Inverse?

(2) Jede Abbildung ¢ : M — N liefert einen K-Vektorraum Homomorphismus
e KN — KM frs foo.

Dieser ist ein Isomorphismus, falls ¢ bijektiv ist. Was ist dann das Inverse? End
nde

Vorl. 9
09.11
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(3) Ist V ein K-Vektorraum mit V3,...,V,, € V,also V € V", dann ist
Av K" —=Via—=saVi+---+a,V,

eine lineare Abbildung. Der Wert Ay (a) heifit auch Linearkombination der Vektoren
V; mit Koeffizienten q;.

Ubung 2.3.2. Zeigen Sie: Sind o : V — W, o’ : V — Wund 8 : W — T lineare
Abbildungen, so sind

e aav:V - Wilurallea € K;
e a+d:V—->W,
e Boa:V—T
auch lineare Abbildungen.
Bemerkung 2.3.7. Sei
End(V) :={a:V — V| «alinear }.

Dann ist End(V) ein Ring mit werteweiser Addition und Komposition von Abbildungen
als Multiplikation, genannt der Endomorphismenring des Vektorraums V. Seine Einhei-
tengruppe ist GL(V) := {a : V — V | a linear und bijektiv }, genannt die generelle lineare
Gruppe tiber V.

Beweis. End(V) ist abgeschlossen unter Addition und Komposition. Addition ist assoziativ
und kommutativ, mit der Nullabbildung als neutrales Element und —¢ als additiv Inverses
von ¢. Komposition ist assoziativ, die Identitdtsabbildung ist linear und neutrales Element
der Komposition. Zu den Distributivgesetzen: Seien «, 5,7 € End(V). Dann gilt fiir X € V:

((a+ ) o) (X) = (a + B)(v(X)) = a(v(X)) + B(7(X)) = (@ 0y + Fo7)(X),

also (a + f) oy = a0y + o v wegen der Definition der Addition und ebenfalls

(o (B+7)(X) = a(B(X) +7(X)) = a(B(X)) + a(v(X)),
alsoao (8 +v) = aoff+ aovywegen der Linearitit von a. O

Definition 2.3.8. Ist V ein K-Vektorraum, so heifst eine Teilmenge 7 C V Teil(vektor)-
raum oder Unter(vektor)raum von V, falls

1) T#0,
(2 Fur X,) Y €e Tunda € KistaX +Y € T.

Schreibweise: T < V.
Ubung 2.3.3. Teilraume sind Vektorraume.

Beispiel 2.3.9. Bei der Ubertragung von Nachrichten benutzt man sogenannte lineare
Codes, welche einfach Fs-Teilraume von F3 sind. Dabei heifst n dann die Lange des Codes.
Die Idee ist, die Codes so zu konstruieren, dass sie geringfiigige Fehler, wo also nur wenige
Bits verdandert sind erkennen und moglichst auch korrigieren. Der sogenannte Hamming-
Code

{aA+bB +cC|a,b,ceFy}
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ist ein linearer Code der Lange 7 ist, welcher 8 verschiedene Folgen tibertragen kann: Die
0-Folge und 7 Folgen mit vier Einsen und drei Nullen. Dabei sind A, B, C' die Zeilen von

1 01 0101
01100T1T1].
0001111

Rechne nach: Jede 01-Folge (Bit-Folge) der Lange 7 mit 4 Einsen und 3 Nullen, die nicht zum
Code gehort, muss sich an mindestens 2 Stellen (bzw. Bits) von den Elementen des Codes
unterscheiden. Zwei verschiedene Folgen im Code unterscheiden sich in mindestens 3 Bits.
Dadurch kann man bis zu zwei Bit-Flips erkennen und einen Bit-Flip sogar korrigieren.

Mit linearen Abbildungen sind gleich zwei Teilrdume verbunden, einer im Definitions-
bereich und einer im Wertebereich.

Satz 2.3.10. Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorriiumen. Dann gilt:
(1) Kern(p) := ¢ 1({0}) < V. Kern(yp) heifit der Kern von .

(2) Bild(p) <W.
(3) Ist S <W,soist p~1(S) :={X € V| o(X) € S} ein Teilraum von V.
(4) Ist T <V, so0ist o(T) < W.

Beweis.
(1) folgtaus (3)da {0} <W.
(2) folgtaus (@) mit 7 =V < V.

B) *0€¢(S),dap(0)=0€eS. Alsoist p~(S) # 0.
e Sind X,Y € ¢'(S) und a € K, dann gilt
e(aX +Y)=ap(X)+pY) €S,
dap(X) eSund (V) € S,alsoaX +Y € ¢ 1(S).
(4) * 0=9(0) € p(T).Alsoist o(T) # 0.

Sind X,Y € ¢(7T) und a € K, dann existieren X', Y’ € T mit X = ¢o(X'),Y =
e(Y’').DaT < Vistauch aX’'+bY’ € T und es gilt

aX +Y =ap(X') + oY) = p(aX' +Y') € o(T). O

Ubung 2.3.4. Seiy : V — W linear. Zeigen Sie: o ist genau dann injektiv, wenn Kern () =
{0} gilt.
Definition 2.3.11.

(1) Seien V und W zwei K-Vektorraume. Auf dem kartesischen Produkt V x W definieren
wir durch

+ (VXWX (VX W) = (Vx W) (VW), (VW) = (V + VW + W)
eine (komponentenweise) Addition und durch
Kx(VxW)—=VxW):(a,(V,IV))— (aV,alW)

eine (komponentenweise) Multiplikation mit Kérperelementen. Man verifiziert nun
leicht als Ubung, dass (V x W, +,.) wieder ein Vektorraum iiber K ist. Er wird mit
Y & W bezeichnet und heifst die (dufSere) direkte Summe von V und WW. Wenn wir
betonen wollen, dass wir die dufdere direkte Summe meinen, schreiben wir auch V@,
W.
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(2) Sei V ein K-Vektorraum mit zwei Teilrdumen 7;,7; < V. Falls jedes V' € V in eindeu-
tiger Weise als V' =T + T, mit 11 € T, T, € T, geschrieben werden kann, heifit V die
(innere) direkte Summe von 7; und 7. Man schreibt V =7, @ T oder V =T, &; Ts,
wenn man betonen will, dass die innere direkte Summe gemeint ist.

Beispiel 2.3.12. Ist M die disjunkte Vereinigung M = N UT und U := {f € KM | fijy =
0}, Vi={f e KM| fir =0}, soist

KM:V@iUgKN@aKT'

End

Vgrl.elo Beispiel 2.3.13. SeiV = 7, ®7; die (innere) direkte Summe der beiden Teilrdume 7; < V.

1411 (1) m : Ti®T2 — T; - Tv+T15 — T, ist eine surjektive lineare Abbildung (Epimorphismus),
welche man Projektion (auf 7; beziiglich der Zerlegung V = 7; ® 73) nennt. Es gilt

Kern(m ) =T und Kern(my) = Ti.

(2) ¢, + T, = V : T, — T, ist eine injektive lineare Abbildung (Monomorphismus), die
Einbettung von 7; in V. Es gilt: Bild(¢;) = 7; fiir i = 1, 2. Man beachte:

m; ot = idp; furi=1,2
Weiter: my 041 : 71 = T und 7 0 19 : T2 — T; die Nullabbildungen.

Wir wollen unsere neuen Einsichten auf lineare Gleichungssysteme anwenden. Vorher
verallgemeinern wir Beispiel 2.2.8. Auch der Beweis ist eine offensichtliche Verallgemeine-
rung des Beweises vom Beispiel 2.2.8.

Satz 2.3.14. Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Die nicht leeren Fasern von ¢ sind
gleichzeitig die Bahnen der Operation von Kern(y) per Addition auf V:

Kern(p) xV =V, (X, V)= X+ V.

Beweis. Das dies eine Operation definiert ist trivial.

Zuerst beweisen wir, dass jede Bahn in einer Faser enthalten ist: Fiir p(V) = W und
X € Kern(p)ist o(X + V) =o(X)+ (V) =0+ W =W.

Schliefllich beweisen wir, dass je zwei Elemente einer nicht-leeren Faser in einer Bahn lie-
gen: Fiir bildgleiche V, V', d.h. p(V) = (V') existiert ein X € Kern(p) mit V' = X +V,
ndmlich X = V' — V. (Es ist keine andere Wahl fiir X moglich.) [

Folgerung 2.3.15. Sei K ein Korper, A € K™ " eine Matrix und b € K™ eine Spalte. Das
lineare Gleichungssystem
Az =10 (%)
ist genau dann ldsbar, wenn b € Bild(A). Es gilt:

(1) Die Losungsmenge des sogenannten zugehorigen homogenen Systems, also

Ax =0 (*0)

ist bekanntlich Kern(A). Sie ist daher ein Teilraum von K™ und insbesondere nie leer.

(2) Die nicht leeren Fasern von A sind gleichzeitig die Bahnen von Kern(A) auf K™ unter der
Operation
Kern(A) x K™™' — K™ (X,Y) = X +VY.
Ist insbesondere Y € K™\ eine Lisung von (x), so durchliuft X +Y mit X € Kern(A) (d.h.
X Losung von (x)) alle Losungen von (x).
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Beweis.

(1) Die Losungsmenge von (x) ist gleich A=1({0}) = Kern(A). Die restliche Behauptung
folgt aus 2.3.10.

(2) Dies haben wir bereits in Beispiel 2.2.8 bewiesen. Aufierdem ist die Aussage nun ein
Spezialfall vom Satz 2.3.14 fiir ¢ = A. O

Definition 2.3.16. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Aquivalenzrelation ~ auf ) heift ver-
traglich mit der Vektorraumstruktur oder einfach linear oder Kongruenz, falls aus X ~ X’
und Y ~Y'tir X, X" Y)Y € Vund a € K folgtaX +Y ~aX'+Y".

Beispiel 2.3.17.
(1) Ist ¢ : V — W linear und ~,= “Bildgleichheit bez. ¢©”, so ist ~, eine Kongruenz.

(2) IstU <V ein Teilraum von V, so ist ~* eine Kongruenz definiert durch X ~¥ Y dann
und nur dann, wenn X — Y € /. Wir nennen sie die Kongruenz nach ¢/

Beweis. Ubung. O
Lemma 2.3.18. Ist ~ eine Kongruenz auf dem K-Vektorraum V), so gilt:
(1) Die Kongruenzklasse [0] des Nullelementes ist ein Teilraum U von V; [0] =: U < V.
(2) ~=~" qus dem Beispiel oben.

(3) ~M=n~y, d.h. die Kongruenz ~M stimmt mit der Aquivalenzrelation ~y iiberein*, die durch
die Operation von U auf V durch Addition

UxYV =V (UV)—=U+V
induziert wird.
(4) Die Kongruenzklasse [X| von X €V ist gegeben durch
U+ X ={U+X|UecU}={X+U|UclU}=X+U,
also durch die Bahn von X unter der obigen Operation von U auf V durch Addition.

Beweis.

(1) [0] #0,da0 € [0].Sind X,Y € [0] und a € K, dannist X ~ 0 und Y ~ 0, also wegen
der Vertraglichkeit aX +Y ~a0+0=0,dh.aX +Y € [0].

(2) Seild := [0]. Behauptung: Fiir X,Y € V sind dquivalent: X ~ Y und X — Y € . Dies
ist klar, da wegen der Vertraglichkeit X ~ Y dquivalent zu X — Y ~ 0 ist.

B ZHMX << Z-Xcld +— Weclu:Z-X=U = WecldU:Z=U+X

Z ~y X.
(4) Folgt mit (3) aus Satz 2.2.4. [
Folgerung 2.3.19. Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Dann ist
~p = ~Kem(p) =~

d.h. die Bildgleichheitsiquivalenzrelation von ¢ stimmt sowohl mit der durch die Operation von
Kern(yp) auf V induzierten Aquivalenzrelation als auch mit der Kongruenz nach Kern(y) iiberein.

4Vgl. Satz 2.2.4

Ende
Vorl. 11
16.11
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Beweis. Die erste Gleichheit ist eine Umformulierung von Satz 2.3.14 und die zweite die
Aussage von 2.3.18.(3). O

Satz 2.3.20. Sei U < V ein Unterraum des K-Vektorraumes V und ~* die zugehorige Kon-
gruenz. Die Menge V| ~"= Y/ ~y, der Kongruenzklassen (bzw. der Bahnen von U) wird mit V /U
(lies V modulo U oder V nach U) bezeichnet. Die Elemente von V /U heifSen ebenfalls Restklassen
nach U.

(1) V /U wird mit der wohldefinierten Addition
(X+U)+ Y +U)=(X+Y)+Ufiiralle XY €V
und Multiplikation
a(X+U):=aX +Ufiiralle X € V,a e K

zu einem K-Vektorraum, genannt Faktorraum, Quotientenraum oder Restklassen-
raum von V nach U.

(2) Die Abbildung
vV o VU X = X +U

ist eine lineare Abbildung, genannt der natiirliche Epimorphismus von V auf V /U. Es gilt
Kern(v) = U.
Insbesondere ist jeder Teilraum eines Vektorraumes Kern eines geeigneten Homomorphismus.

Beweis.

(1) Wir miissen zeigen, dass die Verkniipfungen wohldefiniert sind, d.h. vertreterunab-
hangig .
Wohldefiniertheit von (X +U) + (Y + U):
Ist X+U = X+UundY' +U =Y +U,s0ist (X' +Y)+U = (X+Y)+U
zu zeigen. Per Definition existieren U;,U; € Y mit X' = X + U;,Y' =Y + U,, also
(X'+Y)—-(X+Y)=U+Ueld,dh. (X' +Y)+U=(X+Y)+U.
Wohldefiniertheit von a(X + U):
Seialso X' +U = X +U,dannist X' — X € U, also auch a X' — aX = a(X' — X) € U,
alsoistaX +U = aX' +U.
Jetzt miissen die Vektorraumaxiome iiberpriift werden, z.B. das Assoziativgesetz fiir
V impliziert die Assoziativitdt der Addition von V/U und U = 0 + U ist das Nullele-
ment von V/U. Den Rest lassen wir als Ubung.

2 v(eX+Y)=(X+Y)+U=a(X+U)+ (Y +U) =av(X)+v(Y)firallea € K und
X,Y € V. Damit ist v linear; dass v surjektiv ist, ist klar und ebenso, dass Kern(v) =
U. O

Jetzt ist alles fiir den Hauptsatz vorbereitet, den wir schon fiir Mengen und beliebige Ab-
bildungen kennengelernt hatten.

Hauptsatz 2.3.21. (Homomorphiesatz) Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung von K-
Vektorriumen. Dann faktorisiert p in die Komposition des natiirlichen Epimorphismus v = v, :
YV — V/ Kern(y) und des Monomorphismus ¢ : V/ Kern(p) — W : X + Kern(p) — ¢(X), also
@ = P ov. d.h. wir haben das kommutative Diagramm linearer Abbildungen

¥

1% w
V\s 7

’ V/ Kern(y) 7
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Man beachte, dass der Monomorphismus % einen Isomorphismus von V/ Kern(y) auf
Bild(y) induziert, den wir ebenfalls mit ¥ bezeichnen werden. Insbesondere kennen wir bis
auf Isomorphie alle epimorphen Bilder von V, wenn wir alle Teilrdume von V kennen:

¢ :V — Wlinear — V/Kern(p) = Bild(p)

Die exakte Analogie zum Homomorphiesatz fiir Mengen gilt wegen
V/Kern(¢) = V/ ~Kem(p)= V/ ~y -

Die erste Gleichheit ist eine Definition und die zweite eine Umformulierung von Satz 2.3.14
bzw. die Aussage von Folgerung 2.3.19.

Beweis. v := v, war bereits in 2.3.20 eingefiihrt, wobei wir als Teilraum ¢/ := Kern(yp)
wihlen. Die beiden Bildgleichheitsdquivalenzrelationen ~, und ~, sind gleich: Denn seien
X,Y €V, dann gilt p(X) = ¢(Y) genau dann, wenn X — Y € Kern(y) = U = Kern(v), was
also dquivalent zu v(X) = v(Y) ist.

Letzteres impliziert aber sowohl die Wohldefiniertheit von % als auch die Injektivitdt von
®. Die Linearitdt von v hatten wir schon in 2.3.20 gesehen, die von $ folgt unmittelbar aus
der von Linearitat von ¢. O

Beispiel 2.3.22. Was sagt uns der Homomorphiesatz iiber lineare Gleichungssysteme?

Sei A € K™ " eine Matrix und ¢ := A : K™*! — K™ 1+ Ax die induzierte lineare Ab-
bildung. Dann sagt uns der Homomorphiesatz und die vorangegangenen Uberlegungen:

(1) Diejenigen b € K™, fiir die Az = b losbar ist, bilden einen Teilraum, namlich Bild(y)
von K™,

(2) Dieser Teilraum Bild(y) ist isomorph zu K"*!/ Kern(¢).

(3) Die Losungsmenge von Az = b fiir b € Bild(y) ist eine Restklasse nach Kern(y) und
wird unter dem Isomorphismus i : K"*!/Kern(y) — Bild(y) auf b abgebildet. Insbe-
sondere bildet die Gesamtheit aller (nicht leerer) Losungsmengen (=Fasern) fiir vari-
ierendes b € Bild(y) einen Vektorraum, den Faktorraum nach Kern(y).

(4) Je grofier der Kern von ¢ ist, desto weniger rechte Seiten b gibt es, fiir die das Glei-
chungssystem losbar ist. (Diese Tatsache werden wir spéter noch quantitativ untersu-
chen.)

Beispiel 2.3.23. Was sagt uns der Homomorphiesatz iiber direkte Summen?
m T ® Ty — Ti: Ty + T, — T ist eine surjektive lineare Abbildung (Epimorphismus) mit
Kern(m;) = 73 und der Homomorphiesatz sagt

(e T2)/ T2 = Th.

Insbesondere ist 7; eine Transversale, sprich ein Vertretersystem fiir die Restklassen von
Ti © 75 nach 7.

Satz 2.3.24. Sei K ein Korper und A € K™ ", Die induzierte lineare Abbildung A : K™ —
K™ kann in eine surjektive lineare Abbildung G : K™™' — K™ fiirein G € K™" mitr € N
und eine injektive lineare Abbildung B : K™ — K™ mit B € K™*" faktorisiert werden:

A=Bo(@d oder A = BG:
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Knxl A Kmxl

\ /
Krx1 B

Beweis. Widhle G als die Matrix, die aus der strikten Stufenform zu der zu A gehorigen

Matrix durch Streichen der Nullzeilen hervorgeht. Die Zeilenzahl von G sei also r. Seien
s(i) := St;(G) die Stufenindizes von G. Definiere B € K™*" dadurch, dass die j-te Spalte

von B gleich der s(j)-ten Spalte von Aist: B_ ; := A_ ;).

Es gilt BG = A, denn die Koeffizienten der ten Spalte von G sagen uns, mit welchen

Koeffizienten die entsprechende Spalte A_; aus den Stufenindexspalten A_ ;) von A line-

arkombiniert werden, denn diese entsprechen den Stufenindexspalten von G welche ja die

Standardbasis von K"*! bilden.

Es gilt: G ist surjektiv. Dies ist klar, da die Standardbasisspalten von K"*! unter den Spalten

von GG vorkommen. B B

Es gilt: Bildgleichheit beziiglich A und G sind identisch, da nach Konstruktion des GAUSSschen

Algorithmus gilt:

Kern(4) = A7 ({0,.}) = G7'({0,}) = Kem(G).

Es gilt: B ist injektiv. Dies folgt sofort aus dem letzten Schritt: Sei X € K™ mit BX = 0,,.
Da G surjektiv ist, existiert ein ¥ € K™ mit GY = X.Man hat AY = BGY = BX =0,,,

also nach dem letzten Schritt X = GY = 0,. O
Beispiel 2.3.25.
1 2 3 4 5 1 2
1 0 -1 -2 -3
5 4 3 2 1 = 5 4 .
( 0 1 2 3 4 )
6 6 6 6 6 6 6

Diese Darstellung ist gut, wenn man die Faser iiber der Nullspalte bestimmen will. Trans-
poniert man die entsprechende Darstellung der transponierten Matrix, bekommt man eine
Faktorisierung, die gut ist, um festzustellen, ob eine Spalte im Bild liegt:

1 2 3 4 5 1 0
1 2 3 4 5
54 3 21 |=1]201 .
5 4 3 2 1
6 6 6 6 6 11
Ende
Vorl. 12

2111 2.4 Polynomringe

Lernziel: Formelle Einfithrung von Polynomen, Polynomdivision und EUKLIDischer Algo-
rithmus, Korper der rationalen Funktionen, Restklassenkorper des Polynomrings, diverse
Beispiele von Vektorrdumen

Wir haben jetzt einerseits iiber kommutative Ringe und andererseits iiber Vektorraume
gesprochen. Wir wollen nun iiber einen ganz wichtigen Ring sprechen, der gleichzeitig ein
Vektorraum ist und der eine absolut grundlegende Rolle in der linearen Algebra spielt.

Erinnerung: (Z>, +,0) ist ein (abelsches) Monoid. Dies nutzen wir aus, um auf K?%>o
eine zweite Multiplikation zu definieren, die eine interessantere Ringstruktur liefert.

Definition 2.4.1. Sei K ein Korper.
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(1) Auf dem K-Vektorraum K?%>0 definieren wir eine kommutative Multiplikation durch

(CL(), ai,az,as, .. ) : (b07 b17 b27 b37 .. ) = (CO7 C1,C2,C3, .. )

mit
co := agbo, c1 := agby + a1bg, ca := agby + a1by + asby, . . .

allgemein fiir alle n > 0:
Cp = aobn -+ albn,1 + ..+ anbo

(K%z0 +, ) zusammen mit der K-Vektorraumestruktur von K%z0 wird auch mit K [[x]]
bezeichnet, dem Potenzreihenring tiber K in der Unbestimmten = := (0,1,0,0,...),
genauer, dem Ring der formalen Potenzreihen tiber K.

Statt (ag, a1, as, as, . ..) schreibt man auch »"7°, a;2*. Dadurch wird (0,1,0,0,...) kor-
rekterweise = zugeordnet.

(2) Eine Potenzreihe ¢ = (ag,a1,a2,a;3,...) € K|[[z]] heist Polynom, falls ein n € Zs,
existiert mit a; = 0 fiir alle ¢ > n. Fiir a # 0 heifst das kleinste derartige n der Grad
von a. Wir setzen Grad(0) := —oo. Die Menge aller Polynome bilden offensichtlich
einen K -Teilraum von K [[z]]. Auflerdem ist das Produkt von zwei Polynomen wieder
ein Polynom.” Die Menge aller Polynome zusammen mit dieser Vektorraumestruktur
und der von K [[z]] ererbten Multiplikation heifst der Polynomring K [z] tiber K.

Selbstverstindlich kann man auch einen anderen Buchstaben als z fiir die Unbestimmte
benutzen.

Bemerkung 2.4.2. Es gilt - (ap, a1, as,...) = (0, ao, a1, . ..) insbesondere ist die Multipli-
kation mit z linear und injektiv.

Allgemeiner:
Ubung 2.4.1. Sei a € K[[z]]. Zeigen Sie (z.B. durch Induktion), dass

to : K[[z]] = Kl[z]] : b ab
eine lineare Abbildung ist (insbesondere gelten in K [[z]] die Distributivgesetze). Die Abbil-

dung i, ist genau dann injektiv, wenn a # 0 gilt.

Die letzte Bemerkung 2.4.2 erlaubt uns mit Hilfe der in Ubung 2.4.1 bewiesenen Distri-
butivitdt das Produkt zweier Polynome leicht auszurechnen:

Beispiel 2.4.3 (Schriftliche Multiplikation ohne Ubertrag). In Q[z] berechnen wir ab mit
a:=(1,2,0,1,0,0,...) =1+ 2z + 123 und b := (4,3,2,1,0,0,...) = 4 + 3z + 222 + 2%

4 3 2100000
0 8 6420000
0 0 00 0O0O0O0O®O
00 0432100
411 8 952100

d.h.ab=(4,11,8,9,5,2,1,0,0,...) = 4 + 11z + 82% + 92 + 5z* + 22° + 2°.
Bemerkung 2.4.4.

(1) 1:=(1,0,0,...) € K]z] ist neutrales Element der Multiplikation in K[[z]] und in Kz]|.

°Fiir eine quantitative Prézisierung siehe die Grad-Formel in Bemerkung 2.4.4.(5).
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(2) za = (0,a0,ay,...) fur alle a € K[[z]].

(3) Es gilt 2'27 = 2. Man setzt 2° := 1. (Man sieht, wie die Multiplikation der Monome
z' der Addition der Exponenten entspricht. Man sagt: K[z] ist die Halbgruppenalge-
bra von von (Zxg, +) tiber K.)

(4) Seia € K|[z] ein Polynom vom Grad n, dann gilt
a=ay+ ax + asx® + ...+ a,z".
Dies liefert eine offensichtliche Identifikation von K mit

K[z]graa<o = {a € K|z] | Grad(a) < 0} = {0} U {a € K[z]| | Grad(a) = 0}.

(®) Klz]crad<n = {a € K|z] | Grad(a) < n} ist ein Teilvektorraum von K{z].
(6) Fiir a,b € K|[z] gilt die Grad-Formel

Grad(ab) = Grad(a) + Grad(b).

Jede einzelne Aussage dieser Bemerkung ist sehr leicht zu beweisen und gleichzeitig
sehr wichtig.

Definition 2.4.5. Sei R ein Ring mit Fins, der gleichzeitig ein K-Vektorraum fiir den
Korper K ist. Man nennt dann R eine assoziative K-Algebra mit Eins oder kiirzer K-
Algebra, falls gilt:

k(ab) = (ka)b = a(kb)

fir alle a,b € Rund k € K. Ist S eine weitere K-Algebra mit Eins, so heifst eine K-lineare
Abbildung ¢ : R — S ein K-Algebrenhomomorphismus, falls

* p(ab) = ¢(a)p(b) fur alle a,b € R ist und
* o(lp) = 15 gilt.
Satz 2.4.6. Sei K ein Korper.
(1) Klx] ist ein kommutativer Ring, sogar eine kommutative K-Algebra.

(2) Polynomdivision als Division mit Rest: Fiir a,b € K[z| mit b # 0 existieren eindeutige
q,r € K[x] mit
a=qb+r, Grad(r)< Grad(b).

Beweis.

(1) Dass die Multiplikation kommutativ ist und wir ein Einselement haben, ergibt sich
direkt aus der Definition der Multiplikation. Das Distributivgesetze folgen direkt
aus der (Bi)linearitdt (und der Kommutativitdt) der Multiplikation, wie wir bereits
in Ubung 2.4.1 bemerkt haben. Es bleibt die Assoziativitat der Multiplikation zu zei-
gen. Behauptung: a(bc) = (ab)c fir alle a, b, ¢ € K|z].

Beweis durch Induktion nach Grad(c): Die Behauptung ist sicher richtig, wenn Grad(c) =
0. Angenommen sie gilt fiir alle a, b, ¢ mit Grad(c) < n. Wir zeigen, dass sie dann
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auch fiir Grad(c) = n + 1 gilt. Zu diesem Zweck schreiben wir ¢ = C + ¢, 12" mit
Grad(C') < n (schliefit den Fall C' = 0 ein). Dann gilt:

a(be) = a(b(C + cpprx™))
= a(bC + cpy1bz™)
= a(bC) + cpypra(bx™t)
= (ab)C + cpy1(ab)z™ ™
= (ab)(C + cpprz™™)
= (ab)c,

wobei im entscheidenden vierten Schritt einerseits die Induktionsvoraussetzung und
andererseits eine einfache Beobachtung tiber Verschieben eingeht.

(2) Sie kennen das Verfahren von der schriftlichen Division her, nur dass hier die Situati-
on einfacher ist, als bei ganzen Zahlen, da man keine Ubertrdge hat. Sei Grad(a) = m
und Grad(b) = n. Falls m < n, sind wir bereits fertig mit ¢ = 0,7 = a. Falls m > n ist,

ersetzen wir a durch a — 422" 7"b und belassen b. Da Grad <a — ‘l‘)—:xm_"b> < Grad(a)

ist, ist nach endlich vielen Schritten der Grad des ersten Polynoms schliefslich kleiner
als n = Grad(b) und wir kénnen g = 9=2™"" + ... sowie r als das letzte der Polynome
aus der Folge der a’s ablesen. Soweit die Existenz von g und .

Zur Eindeutigkeit: Sei a = ¢'b + 1’ mit Grad(r’) < Grad(b). Dann folgt

r—r'=(¢ —qb
Wire ¢’ — ¢ # 0, dann folgt Grad(r —7’) > Grad(b), was ein Widerspruch ist. Also ist
g=q¢ und r =1". O

Beispiel 2.4.7. a := 2% — 2 — 1,b = 2? — z + 1 € Q[z]. Wir suchen den Quotienten ¢ und
den Rest . Wir haben also

¢g=—-1—z+2°+2tr=—uz
Man vergleiche dieses Schema mit dem von der schriftlichen Division.

Ubung 2.4.2. Zeige als Folgerung des letzten Satzes, dass der Potenzreihenring K[[z]]
ein kommutativer Ring mit 1, sogar kommutative K-Algebra ist. Man beachte, dass bei
der tiblichen Schreibweise fiir a € K[[z]] als Potenzreihe

o

i

a= E a;T
i=0

es sich um eine formale Schreibweise handelt. Im algebraischen Sinne sind Summen mit
unendlich vielen Summanden nicht definiert.

Bemerkung 2.4.8 (In der Vorlesung iibersprungen). Bei der Bestimmung von ¢ und r
handelt es sich bei der Polynomdivision um das Losen eines linearen Gleichungssystems,
welches bereits in Dreiecksgestalt gegeben ist.

o o0 0 O 1 -1 100 1zt b
o o, 0 1 -1 1000 123 - b
o o0 0 O O O0O0O0O0 0z2 - b
0O -1f 1 -1 0 0000 —1x-b
-1 1{-1 0 O 0O0O0O0 ...| —=1-0D
-1 -1 0 0 O 0100 ... a

An den Spalten 3 (= 1+Grad(b)) bis 7 (= 1+Grad(a)) sieht man, welches Gleichungssystem
man losen muss, aus den ersten 2 (= Grad(b)) kann man den Rest bestimmen und die
Losung des Gleichungssystems, also ¢ kann man aus der letzten Spalte ablesen.

Ende
Vorl. 13
23.11
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Folgerung 2.4.9. Sei 0 # p € Klx] von Grad n. Dann bilden die Vielfachen von p einen
Teilraum pK|[z] < K|x] und
K[z] = K[x]grad<n ® pK|x].

Insbesondere hat der Faktorraum K [x]/pK |x] den K-Teilraum K [x|Graa<n als Vertretersystem.

Beweis. Jedes f € K|[z] lasst sich mit Hilfe der Polynomdivision mit Rest eindeutig schrei-
benals f = gp+rmitr, ¢ € K[z]|, Grad(r) < n = Grad(p). Alsoist K'[z] = K[z]Graa<n ®pK|z].
Nach dem Homomorphiesatz 2.3.21 bzw. Beispiel 2.3.23 ist somit K [z|/pK[x] = K[]|Grad<n,
was man ganz konkret so verstehen kann, dass jede Restklasse f+pK[z] einen kanonischen
Vertreter r = f — pg € f + pK[x] hat, mit Grad(r) < n. O

Bemerkung 2.4.10. Seip = ag+az +...+a,_ 12" ' + 2" € K[z]. Die Multiplikation mit
x induziert einen Endomorphismus von K [z]|/pK|z]

2+ pK[z] = 2" + pK[z] fiiri =0,...,n — 2,

und
e+ pRle] = 2"+ pKla] = —ag —aw — . = ap 02" 4 pKla).

Beweis. Dass die Multiplikation mit x auf K[z| linear ist, wissen wir schon. Wir miissen
zeigen, dass sie eine wohldefinierte Selbstabbildung von K{[z]/pK|z] induziert, die dann
nattirlich automatisch linear ist. Sei also r +pK[z| = s+pK|x] fiir zwei Elemente r, s € K|x].
Behauptung: zr+pK|z] = vs+pK|[z|. Beweis: r —s € pK|[z], also xr —xs = x(r—s) € pK|z],
also zr + pK[z] = xs + pK|[z]. Der Rest ist klar. O

Schreibweise. Fiir die Kongruenz a ~PX# p nach pK[z] (d.h. a + pK[z] = b + pK|z])
schreiben wir oft « = b (mod p).

Ubung 2.4.3. Zeigen Sie: ' =z (mod 2% + 2 + 1).
Hinweis: Rechne erst modulo 22 — 1.

Ubung 2.4.4. Zeigen Sie: Elemente a = 3_°° a;2’ € K[[z]] mit ay # 0 sind invertierbar.
Modifiziere das Schema des letzten Beispiels um ein Schema anzugeben, wie man die er-
sten n Glieder von a~! ausrechnen kann. Gibt es Alternativen? Betrachte (1—x)~'. Betrachte
auch (1 —z — 2?)~! =30 aa’. Zeige: ag = a; = 1 und a;40 = a; + a4 fiir i > 0.

Inzwischen sollte die Parallelitit vieler Eigenschaften von Z und K[z] klar sein:

(1) In Z gilt |ab| = |a||b], in K]x] gilt Grad(ab) = Grad(a) + Grad(b), insbesondere hat
Klz] auch einen Quotientenkdrper, den man mit K (z) bezeichnet, der Kérper der
rationalen Funktionen iiber K (sieche Ubung 2.4.5).

(2) In beiden Ringen haben wir Division mit Rest und damit hat K[z] auch einen erwei-
terten EUKLIDischen Algorithmus (samt Bézout Identitdt), grofite gemeinsame Teiler
sind definiert und eindeutig bis Elemente in K*, sprich bis auf Faktoren vom Grad
0. Weiter hat man auch das Analogon von Primzahlen in K|z]: irreduzible Polyno-
me, also solche, die nicht als Produkt von zwei Polynomen echt kleineren Grades
geschrieben werden konnen.

(3) In Analogie zu den Restklassenkorpern F,, := Z/pZ fiir Primzahlen p, hat man Rest-
klassenkorper K [z]/pK|[z] fiir irreduzible Polynome p = p(z) € K|[z] (siehe Satz2.4.11).

Ubung 2.4.5. Ausgehend von einem Koérper K konstruiere aus dem Polynomring K[z]
einen Korper K (z) in Analogie zu der Konstruktion von Q aus Z.
Hinweis: K (z) := (K|z] x (K[z] — {0}))/ ~ mit (p,q) ~ (r,t) genau dann, wenn pt = gr.
Man nennt K (z) den Korper der rationalen Funktionen tiber K.
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Satz 2.4.11.

(1) Sei p € Klx|. Dann ist K|[z|/pK|x] durch vertreterweise Addition und Multiplikation ein
Ring mit 1 =1+ pK|z].

(2) Ist p € K|[x] irreduzibel, d.h. Grad(p) > 0 und p hat keine Teiler in K[x] von Grad g mit
0 < g < Grad(p), so ist K[x]/pK|x] ein Korper.

Beweis.

(1) K|[z]istassoziative, kommutative /-Algebra mit Eins, so dass sich die meisten Geset-
ze auf die Restklassenalgebra K |[z]/pK [z] sofort vererben. Es bleibt die Wohldefiniert-
heit der Multiplikation zu zeigen. Sind a,a, b,V € K|[z] mita = ' + pu,b =V + pv, so
gilt

ab= (a' 4+ pu)(t' + pv) = 'V + p(ub’ + a'v + puv) € 'V’ + pK|z].

(2) Ist nun p € K{z] irreduzibel, so ist zu zeigen, dass jedes Element # 0 in K[z]/pK|[z]
invertierbar ist: Sei also @ € K[z] mita # 0 in K[z]/pK|x]. Da p irreduzibel ist, liefert
der erweiterte Euklidische Algorithmus «, 8 € K|z] mit aa + Sp = 1. Es folgta ™! =
Q. []

Beispiel 2.4.12.

(1) Neue Konstruktion von C: In R[z] ist p = 2 + 1 irreduzibel. Bezeichne die Restklasse
von x mit Z. Dann gilt somit 72 = —1. Die Element von R[z]|/pR|[z] sind gegeben durch
a+ bz mit a, b € R. Es gilt

(a +bT)(c+ dT) = ac — bd + (ad + bc)T,

d.h. wir haben den komplexen Zahlkorper neu konstruiert.
Ubung: Benutze den EUKLIDischen Algorithmus um a + bZ zu invertieren.

(2) Korper mit vier Elementen: In Fy[z] ist p = 2*+x +1 irreduzibel. Damit ist Fo[z]/pFs[z]
ein Korper mit vier Elementen: 0,1,7,1 + 7.
Ubung: Man gebe die Additions- und Multiplikationstabellen an.

(3) Ein algebraisches Modell des Korpers Q[v/2]: Das Polynom z° — 2 € Q[z] ist sicher
irreduzibel, da es sonst einen Teiler der Form = — a mit a € Q hitte. Indem man
eine Primfaktorzerlegung fiir Zdhler und Nenner ansetzt kommt man wegen a® = 2
schnell zu einem Widerspruch.

Also ist Q[z]/(2® — 2)Q[z] ein Korper. Setze (V/2 :=)7 := z + (2* — 2)Q]x].
Aufgabe: Bestimme (7° 4+ T + 1)~*, sprich ihre Normalform.
Losung: Nach einem einschrittigen EUKLIDischen Algorithmus erhalten wir

2= -D@E@*+r+1)-1,

und somit
@+z+1) =71,
oder .
=142
V2 V241

Mit dem Begriff der Irreduzibilitdt von Polynomen ist der der Wurzel eng verbunden.

Bemerkung 2.4.13. Sei K ein Korper und A eine assoziative K-Algebra (also z.B. A = K
oder A = K™*").



Ende
Vorl. 14
28.11
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(1) Fir jedes a € A ist durch z' — a' eine lineare Abbildung ¢, : K[z] - A : p —
p(a) definiert (genannt der Einsetzungshomomorphismus), sogar ein K-Algebren-
homomorphismus.

(2) Ein Element a € K heifst Wurzel des Polynoms p, falls p(a) = 0, also &,(p) = 0.

(3) Fir a € K ist p(a) der Rest der Division von p durch (z — a):

p=pla) modz—a

(4) Fura € K ist Kern(e,) = (x — a) K|x].
(5) Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n verschiedene Wurzeln in K.

(6) Eine Abbildung f € KX heiflt Polynomfunktion, falls ein p € K|z] existiert mit
f(a) = p(a) fir alle a € K. In diesem Fall heifit f =: f, die von p induzierte Polynom-
funktion. Es ist

e: K[z » KX :pw— f,
ein K-Algebrenhomomorphismus. Das Bild bezeichnen wir mit PolFu(X).

* Die Abbildung ¢ ist genau dann injektiv, wenn K unendlich ist. Dann ist ihre
Korestriktion K [z] — PolFu(K) auf ihr Bild ein Isomorphismus.

¢ Die Abbildung ist genau dann surjektiv, wenn K endlich ist. In dem Fall ist sie
aus Machtigkeitsgriinden nicht injektiv.

Beweis.

(1) Ist f =>"", fix' € Kz],soiste,(f) =D 1, fia" € A. Die so gegebene Abbildung ¢, :
K[z] — A ist wohldefiniert, da durch das Polynom f = (fo, fi,..., fa,0,...) € K%z0
seine Koeffizienten f; eindeutig bestimmt sind und die Potenzen von a Elemente des
K-Vektorraumes A sind.
£, ist linear: Seien f = Y0 fiz',g = Z;’;O gjz; € Klz], h € K, wobei wir nach
Ergéanzung von Nullen ohne Einschrankung annehmen diirfen, dass m = n ist. Dann
istfiirh € K

n n

calhf+9) =Y (hfi+g)a' = (hfia' +gia’) =h > fia' + Y gia’ = heo(f) +2a(g).
=0 =0

=0 =0
Dass es ein K-Algebrenhomomorphismus ist, ist nun vollig analog.
(2) ist eine Definition.
(3) Ubung.
(4) Dae,(p) = p(a) ist per Definition ist, ist (4) blof ein Spezialfall von (3).

(5) Sind a4, .. ., as; paarweise verschiedene Wurzeln von p, so gilt nach (3) bzw. (4): (x—a;)
teilt p fur ¢ = 1,...,s. Da die (z — a;) paarweise verschiedene irreduzible Polyno-
me sind, ist auch das Polynom [[;_,(z — a;) vom Grad s ein Teiler von p und somit
Grad(p) > s.

(6) Ubung, etwa mit Hilfe der Lagrangeinterpolation (sieche Ubung 2.4.7). O



2.4. POLYNOMRINGE 71

Ubung 2.4.6. Seip € K[z] vom Grad 2 oder 3. Zeigen Sie: p ist genau dann irreduzibel,
talls p keine Wurzeln (in K) hat. Was ist bei Polynomen vom Grad 4?

ﬂbung 2.4.7 (Lagrangeinterpolation). Seienay,...,a, € K beliebige Elemente und sy, . ..

K paarweise verschiedene Elemente. Man zeige: Es existiert genau ein p € K[z]grad<, mit
p(s;) =a; furi=1,...,n.
Hinweis: Setzen Sie ¢ := (z — 1) ... (v — s,) und betrachten Sie —— fiiri = 1,...,n.

Ubung 2.4.8. Definieren Sie die Vielfachheit einer Wurzel.

Ubung 2.4.9. Geben sie eine Normalformen der Elemente von K (z)/K[z] an. Was ver-
steht man unter Partialbruchzerlegung?

Definition 2.4.14. Ein Korper K heift algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht kon-
stante Polynom {iiber K eine Wurzel (in K) hat, d.h. falls jedes nicht konstante Polynom in
Linearfaktoren zerfallt.

Wir zitieren ohne Beweis:

Hauptsatz 2.4.15 (GAUSS, sogenannter Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C der
komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung 2.4.16.

(1) Sei R ein kommutativer Ring. RZ20 =: R|[[z]] mit der bekannten Multiplikation heif3t
der Potenzreihenring tiber R und entsprechend R|x] der Polynomring tiber R. Beides
sind kommutative Ringe.

(2) Nimmt man in (1) R := K|[t| den Polynomring in ¢ tiber dem Korper &, so erhdlt man
K[t,z] :== K|t|[z], den Polynomring tiber K in ¢, z, eine kommutative K -Algebra. Es

gilt:
Kt z] = Kz, 1] : Z(Z a; )zt — Z(Z a; ;20

is ein K-Algebrenisomorphismus. Man nennt das maximale ¢ + j mit a;; # 0 auch
den Gesamtgrad oder einfach Grad des Polynoms }, - a; jt'z’.

(3) Analog konstruiert man K[[t,z]] := K|[[z]][[{]] und sieht dass diese K-Algebra zu
K[[z,t]] isomorph ist.

Ubung 2.4.10. Sind K[[t]][z] und K[t][[z]] auch isomorph, und zwar durch einen Iso-
morphismus, der Isomorphismus von 2.4.16.(2) fortsetzt?

»Sn €
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Kapitel 3

Struktur endlich erzeugter Vektorraume

3.1 Erzeugen von Teilriumen

Lernziel: Erzeugnisse als Schnitte von Teilrdumen, der kleinste umfassende Teilraum einer
Menge, Erzeugnisse als Menge von Linearkombinationen, endliche Erzeugendensysteme,
minimale Erzeugendensysteme.

Fiir Teilmengen hatten wir Durchschnitt und Vereinigung als Operationen, die aus Teil-
mengen neue Teilmengen machte. Gibt es etwas entsprechendes fiir Teilrdume von Vektor-
raumen?

Beispiel 3.1.1. Sei V ein K-Vektorraum mit Teilrdumen 7;,7; < V. Esist T U7, <V
genau dann, wenn 7; C 75 oder 7, C 7.

Beweis. Die Riickrichtung ist trivial. Nun zur Hinrichtung: Angenommen es gilt weder
Ti € Tanoch 73 C 71. Dann wéhle z € 71\ Taund y € T2\ T3. Dannist z +y € 71 U T3
denn z +y ¢ Ty, dasonstauchy = (zx+y) — 2z € T;,und x + y ¢ 75, da sonst auch
r=(x+y) —yeT. O

Beim Durchschnitt sieht es schon besser aus.

Satz 3.1.2. Sei M # () eine Menge von Teilrdumen VW von V. Dann gilt:

W<V

WeM
Beweis. Setze T := (e W- Zeige T < V-
e 7 #0,denn 0 € W fiir alle W € M und daher 0 € (., W.

* Seien X,Y € Tunda € K.ZuzeigenistaX+Y € T:Esgiltaber X,Y € W fiiralle W €
M,alsoaX +Y e Wiralle W € M, also aX +Y € (e W- O

Beispiel 3.1.3. Gegeben sei ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichun-
gen. Dann ist der Losungsraum der Schnitt der Losungsrdaume der einzelnen Gleichungen.

Was ist nun der angemessene Ersatz fiir die Vereinigung? Wir gehen diese Frage etwas all-
gemeiner an, indem wir fragen, wie kann man aus einer Teilmenge eines K-Vektorraumes
einen Teilraum machen? Gibt es z.B. einen kleinsten Teilraum, der diese Menge enthalt?

Definition 3.1.4. Sei V ein K-Vektorraum und M C V.

73
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(1) Das Erzeugnis (Vektorraumerzeugnis) (M) von M ist der Schnitt aller Teilrdume von
V, die M enthalten:
(M):= [ W,
W<y
MEW

und somit der kleinste Teilraum von V, der M enthilt.

(2) Eine Linearkombination von Elementen aus M ist ein Vektor IV € V), fiir den ein
n €N, a,a9,...,a, € K, kurza € K", und X;,X,,...,X,, € M, kurz X € M",
existieren mit V = a; X; + ... + a,X,,. Ist M = (), so ist der Nullvektor 0 die einzige
Linearkombination von Vektoren aus M. Die Menge aller Linearkombination von M
bezeichnen wir mit

£IC(M) = {ZaiXi|n€N0,X1,...,Xn€M,al,...,an GK}

=1
Satz 3.1.5. Sei V ein K-Vektorraum und M C 'V ein Teilmenge. Dann gilt
(M) = LK(M).
Beweis.
0. Behauptung: M C LK(M). Trivial.

1. Behauptung: LK(M) < V.
Beweis: 0 € LK(M), also LK(M) # . Seien VW € LKX(M) und s € K. Dann existie-
renm,n€Nae K" XeM"mitV=uX;+...+a,X,undb e K" Y € M" mit
W =bY;+...+0b,Y,. Alsoist auch

sV+W=sa1X; 4+ +sanXy+0Y1+---+b,Y, € LE(M).

Aus 0. und 1. folgt, dass LK(M) ein Teilraum von V ist, welcher M enthdlt. Da (M) der
kleinste solche Teilraum ist, gilt somit

(M) C LI(M).

Wir wollen nun die umgekehrte Inklusion zeigen. Dazu zeigen wir, dass jeder Teilraum
von V, welcher M enthilt auch £LIC(M) enthédlt und somit LI(M) im Durchschnitt dieser
Teilrdume liegt:

2. Behauptung: Ist W <V mit M C W, dann gilt LKL(M) CW.
Beweis: Sei V' € LK(M). Dann gibtes X;,...,X,, € M und a4,...,a, € K mitV =
a Xy + -+ apX,.DaM CWgilt Xy,..., X, € W.DaW <V ein Teilraum ist, liegt
somit auch V =, X; + ... + a,, X,,, in W, wie behauptet.

Insgesamt gilt daher die behauptete Gleichheit (M) = LK(M). O

Beispiel 3.1.6. Sei
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Dann ist

1 1 —1
<M)£K(M){a1( 2)—1—(@( 1)—|—a3( 1)al,a2,a3€(@}<@3.
-3 —2 0

1 —1
Also ist (M) = Bild(A) mit A = ( 2 1 1 ) . Als Ubung konnen Sie zeigen, dass
-3 =2 0

T
<M)Kern(§){(x;> EQ3X1x1+x2—l—x30} mitS=(1 1 1).

T3

Insbesondere folgt

Definition 3.1.7. Seien 7;,7; < V. Dann definiert man als Ersatz fiir die Vereinigung
die Summe der beiden Teilrdume:

Ti+Ts:= (T UTy).
Oft schreiben wir auch (7;, 7z) statt (7; U 7s).

Bemerkung 3.1.8. Seien 7; und 7; Teilrdume des K-Vektorraumes V.
W) TT+T={X1+Xo| X1 €Ti,X5 €T3}

(2) ¢ TidaT2 =V (Xy,X2) — X+ X, ist eine lineare Abbildung mit Bild(¢) = T; + 7
und Kern(y) = {(T, —T)|T € TiNTs}. Insbesondere gilt die Gleichheit 71+ 75 = T1®; 7>
genau dann, wenn 7; N 73 = {0}.

(B) Ist M = {X} CV.Dannist (X) := (M) = {aX |a € K}.

.. . . . Ende
Beispiel 3.1.9. Im Beispiel 3.1.6 ist (M) = T; + 75 mit Vorl. 15

1 1 30.11
ﬂ<<1)>und75(( 0)>-
0 -1

Hier ist 7; N 7z = {0} und ¢ ein Isomorphismus. Esist 7, + 7> = 71 &; Tz.

Definition 3.1.10. Ein K-Vektorraum V heifit endlich erzeugt, falls eine endliche Teil-
menge M C V mitV = (M) existiert. Jedes solche M heifit ein endliches Erzeugendensy-
stem von V.

Bemerkung 3.1.11.

(1) V := K™ ist endlich erzeugt, denn die Spalten ¢; := (I,,)_ ; der Einheitsmatrix bilden
ein Erzeugendensystem, d.h.
V: <€17---7€n>/

da nach Bemerkung 1.2.6

ai

=ai1e1 + -+ aptp.
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(2) Klz] ist als K-Vektorraum nicht endlich erzeugt, denn fiir jede endliche Teilmenge
M C K|z] sind die Grade der Polynome in (M) beschrdankt durch das Maximum der
Grade der Polynome in M.

Jedoch ist {1,z,2% ...} = {2'| i € NU{0}} ein unendliches Erzeugendensystem von
K{z], denn jedes Polynom ist (endliche) Linearkombination der Potenzen von z.

(3) Ist o : V — W ein Epimorphismus und M C V ein Erzeugendensystem von V. Dann ist
o(M) ={p(V) |V € M} ein Erzeugendensystem von W. D.h. Erzeugendensysteme
gehen bei Epimorphismen in Erzeugendensysteme iiber.

(4) Ist V endlich erzeugter K-Vektorraum und ¢ : V — W ein Epimorphismus, so ist
auch W endlich erzeugt.

(5) Sind V, W endlich erzeugte K-Vektorrdume, so ist auch V & W endlich erzeugt.
Definition 3.1.12. Eine Teilmenge M eines K-Vektorraumes V heifit minimales Erzeu-
gendensystem von V), falls (M) =V aber (M \ {X}) # V furalle X € M.

Bemerkung 3.1.13. Ist M C V ein minimales Erzeugendensystem, so gilt X & (M —
{X}) fur alle X € M.

Bemerkung 3.1.14. Ein endlich erzeugter K-Vektorraum V ist epimorphes Bild von K™,
wobei n die Anzahl der Erzeuger ist.

Beweis. Sei{X;,...,X,} CV Erzeugendensystem des K-Vektorraumes V. Dann ist fiir das
Tupel X = (Xi,...,X,) € V" (vgl. Beispiel 2.3.6.(3)) der Linearkombinationshomomor-
phismus beztiglich X

Ax K" =V, a- a1 X1+ +a, X,

ein Epimorphismus. O

Es wird sich zeigen, dass Ay sogar ein Isomorphismus ist, wenn die X;’s ein minimales
Erzeugendensystem bilden.

3.2 Lineare Unabhingigkeit

Lernziel: Eindeutigkeitsfragen bei Linearkombinationen, lineare Unabhéngigkeit von Fol-
gen von Vektoren, Reduktion eines Erzeugendensystems auf ein linear unabhingiges Er-
zeugendensystem, Charakterisierung von Basen.

Wie aus dem Beweis der letzten Bemerkung bereits ersichtlich, ist es fiir viele Zwecke giin-
stiger, mit Folgen statt mit Mengen von Vektoren zu arbeiten, wenn man iiber Erzeugen,
Linearkombinationen, etc. spricht. Alles was im letzten Abschnitt iiber endliche Erzeugen-
densysteme gemacht wurde, kann man auch mit endlichen Folgen von Vektoren machen,
indem man die Begriffsbildungen auf das Bild der Folge bezieht.

Bemerkung 3.2.1. Sei V ein K-Vektorraum und X = (X;,...,X,,) € V". Folgende Aus-
sagen sind dquivalent:

(1) Ausa1X1+a2X2+---+aan :Omltal € Kfolgta1 =a9 — ... :an:O.
(2) Der Linearkombinationshomomorphismus beziiglich X
>\X : K”—>V, G'—>G1X1+CZ2X2+"‘+CLTLX”

ist ein Monomorphismus, sprich Kern(Ay) = {0}.
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(3) Fiirjedes Y € (X) gibtes genaueina € K" mitY = a; X + a2 Xo + -+ - + a, X,,.
Beweis.

(1) = (2): Sei (b1,...,b,) € Kern(Ax), d.h. > | b;X; = 0. Dann gilt mit (1), dass auch by = ... =
b, = 0ist. Also ist Kern(Ax) = {0}.

(2) = (3): Nach (2) ist Ay eine injektive lineare Abbildung, d.h. fiirjedes Y € Bild(Ax) = (X) =
(Xi,...,X,) gibtesgenaueina € K" mitY = Ax(a) = a1 Xq + a2 Xo + - - - + a, X

(3) = (1): 0=0X; + ...+ 0X, hat nach (3) eine eindeutige Darstellung. O
Definition 3.2.2.

* X € V" heifst linear unabhiangig, falls eine (und damit alle drei) der Aussagen von
Bemerkung 3.2.1 zutreffen. Anderenfalls heifst X linear abhdngig.

* Eine endliche Teilmenge { X, ..., X,,} von n Elementen von V heif8t linear unabhén-
gig oder linear abhéngig, wenn die Folge (X7, . .., X,,) die entsprechende Eigenschaft
hat.

* Eine unendliche Teilmenge X C V heifst linear unabhingig, falls jede endliche Teil-
menge von X linear unabhdngig ist.

Der Begriff ,lineare Unabhdngigkeit” von endlichen Mengen ist ein wohldefinierter Be-
griff, d.h. unabhingig von der Umordnungen der Vektoren (Ubung). Daher sagt man an-
stelle von (X7, ..., X,,) ist linear unabhédngig etwas lockerer: , X, ..., X, sind linear unab-
héangig”.

Man beachte, tiber die Grofle von Kern(Ay) liefert 3.2.1.(2) auch eine Vorstellung, wie
sehr X linear abhéngig ist. Man konnte die Elemente von Kern(Ay) als , lineare Abhédngig-
keiten” von X bezeichnen. Lineare Unabhéngigkeit liegt vor, wenn man nur die triviale
lineare Abhédngigkeit hat.

Bemerkung 3.2.3. Ist X € V", ¢ : V — W linear und p o X = (¢(X1),...,¢(X,)) € W"
linear unabhingig, so ist auch X linear unabhéngig.

Beweis. Seia € K" mita; X; + -+ + a,X,, = 0, dann ist auch a;o(X7) + - - - + a,(X,,) = 0,
alsoa; =... =a, =0. O

Beispiel 3.2.4.
(1) (e1,...,e,) € (K™1)™ aus Bemerkung 3.1.11.(1) ist linear unabhéngig.
(2) (sin, cos) € (R®)? ist linear unabhingig. Denn
o - (sim, cos) = B2, £+ (£(0), £(n/2))
ist linear und (a(sin), a(cos)) = ((0, 1), (1, 0)) ist linear unabhéngig.
(3) Sei r1;R — R : z +— 1. Dann ist (sin® cos?, k1) € (RF)? linear abhéngig, denn nach
Pythagoras gilt
sin(z)? 4 cos(r)?* = 1 fiirallez € R

Die Begriffe , erzeugen” und , linear unabhédngig” verhalten sich unter bestimmten Aspek-
ten dual zueinander. In diesem Sinne bearbeite man die folgende Aufgabe.

Ubung 3.2.1. Sei M C V endlich. Zeigen Sie:



78 KAPITEL 3. STRUKTUR ENDLICH ERZEUGTER VEKTORRAUME

(1) Gilt (M) =Vund M C N C V,sogilt (N) = .
(2) Ist M linear unabhédngig und N C M, so ist N linear unabhéngig.

Ein weiteres Indiz fiir dieses duale Verhalten, war das Zusammenspiel mit linearen Ab-
bildungen: Erzeugendensysteme werden durch lineare Abbildungen auf Erzeugendensy-
steme des Bildes abgebildet. Linear unabhdngige Vektoren im Bild, kommen von linear
unabhédngigen Vektoren im Urbild, vgl. Bemerkung 3.2.3.

Bemerkung 3.2.5. Sei X = (Xj,...,X,) linear unabhidngig und Y € V. Dann ist Y €
(X1,...,X,) genau dann, wenn (Xj, ..., X,,Y) linear abhéngig ist.
Beweis.
(=) IstY € (Xy,---,X,),sogibtesay,...,a, € KmitY = ;. X; + - -- + a,X,, und somit
istay Xy + -+ + a, X, + (—1) Y = 0 eine nichttriviale Linearkombination der 0.
#0
(<) Umgekehrt sei a1 X7 + ... + a, X, + bY = 0 mit {ay,...,a,,b} # {0}. Dann ist b # 0,
denn sonst wire schon a; X; +. . .+a,X,, = 0 eine nichttriviale Linearkombination, im

Widerspruch zur Voraussetzung, dass X linear unabhéngig ist. Alsoist Y = —9 X —
=X, € LE(X) = (X, ., X, O

Wie zu erwarten ist die Frage nach minimalen Erzeugendensystemen dual zu der nach
maximal linear unabhédngigen Systemen:

Satz 3.2.6. Sei V ein K-Vektorraum und X = (X,...,X,) € V" Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(1) X ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

(2) X ist maximal linear unabhiingig in V, d.h. X ist linear unabhingig und (X, ..., X,,Y) ist
linear abhingig fiir jedes Y € V.

(3) X ist ein linear unabhiingiges Erzeugendensystem.
Ein derartiges X heifit eine Basis von V.
Beweis.
(2) & (3): Folgt unmittelbar aus Bemerkung 3.2.5.

(1) & (3): Dazusei X = (Xi,...,X,) ein Erzeugendensystem von V. Wir zeigen die Kontrapo-
sition: X ist nicht minimal < X ist linear abhangig.

(=) Sei X nicht minimal. Dann existiert eini € {1,...,n} mit
V - <X1, e ,Xifl,XiJrl, cee 7Xn>

Da X; € V ist, heifit das, dass es (a1, ...a;_1,ai41,...,a,) € K" gibt, so dass
Xi=a Xq+ - 4+a; 1 X;1+a; 1 X1+ -+ a,X,,. Wie oben erhalten wir daraus
eine nichttriviale lineare Abhédngigkeit von X.

(«<) Sei X linear abhdngigund 0 # (ay,...,a,) € K" mit Y 7| a;X; = 0. Dann gibt es
ein ¢ mit a; # 0 und also X; = Z#j _a—ijj € (Xy,..., X1, Xi11,..., X,,). Somit
ist X nicht minimal. O
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Folgerung 3.2.7. X = (X,...,X,,) € V" ist genau dann eine Basis von V, wenn
A=A K"=>V, a—aXi+aXo+...+a,X,
ein Isomorphismus ist, d.h. falls fiir jedes V' € V ein eindeutiges a € K" existiert mit
V=X + - +a,X,.
Die dann eindeutig existierende Umkehrabbildung r% = \y' mit
ke V= K" a1 X, +aXo+ -+ a, X, — (a1,...,a,)

heifit Zeilen-Koordinatenabbildung bzgl. der Basis X.
Alternativ kann man natiirlich mit Spalten arbeiten, sprich mit

ay
Kx : V — K”Xl,ale —I—CLQXQ —+ .- +6Lan —>

Qn

Wir nennen rx die Spalten-Koordinatenabbildung bzgl. der Basis X und rxx (V') die Koordi-
natenspalte von V = ). a;X; beziiglich der Basis X.

Merke: B € V" ist Basis von V, genau dann wenn jedes V' € V eine eindeutige Linear- Ende
kombination der Vektoren in B ist. 87501'11'216

Existenz von Linearkombinationen
Eindeutigkeit von Linearkombinationen
Existenz+Eindeutigkeit von Linearkombinationen

B ist Erzeugendensystem
B ist linear unabhéngig
B ist Basis.

Die Wahl einer Basis B € V" definiert einen Isomorphismus rg : V — K™*! zwischen
V und dem Spaltenraum.

Zwar haben wir jetzt eine schone Charakterisierung von Basen, aber es drdngt sich eine
Frage auf: Haben je zwei Basen (von endlich erzeugten Vektorraumen) dieselbe Anzahl von
Vektoren? Dies wollen wir im nédchsten Abschnitt beantworten.

3.3 Der STEINITZsche Austauschsatz

Lernziel: Beweis und Anwendungen des Austauschsatzes, Wohldefiniertheit der Dimensi-
on, diverse Dimensionsformeln.

Nach unserer Charakterisierung von Basen von endlich erzeugten Vektorrdumen gibt es
zwei mogliche Strategien, eine Basis zu konstruieren:

(1) Man beginnt mit einem endlichen Erzeugendensystem und ldf3t der Reihe nach Vek-
toren weg, die im Erzeugnis der iibrigen liegen, also linear abhédngig von den iibrigen
sind, bis man ein minimales Erzeugendensystem hat, welches dann auch automatisch
linear unabhédngig ist.

(2) Man beginnt mit einem linear unabhdngigen System und fiigt der Reihe nach Vekto-
ren hinzu, so dass das erweiterte System wieder linear unabhéngig ist. Wenn dieser
Vorgang terminiert hat man ein maximal linear unabhingiges System.
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Bei dem ersten Prozess ist klar, dass man eine Basis bekommt; allerdings weifs man nicht
ob zwei Basen immer gleich viele Elemente enthalten. Bei dem zweiten Prozess ist nicht
einmal klar, dass er terminiert. Aus diesem Dilemma fiihrt der STEINITZsche Austauschsatz
heraus, welcher der erste tiefere Struktursatz tiber endlich erzeugte Vektorraume ist, den
wir in dieser Vorlesung kennenlernen.

Hauptsatz 3.3.1. (STEINITZscher Austauschsatz) Sei V ein K-Vektorraum und X € V" ein
Erzeugendensystemvon V,d.h.V = (X1, Xo, ..., X,,), undsei Y = (Y1,...,Y;) € V?* linear unab-
hingig. Dann gilt s < n und nach geeigneter Umordnung der X;’s ist (Y1,...,Y,, Xoi1,..., Xy)
ein Erzeugendensystem von V. Mit anderen Worten: Es existiert eine Permutation o € .S, so dass
(Y, Y, Xo(s41)s - - - » Xo(n)) €in Erzeugendensystem von V ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstindige Induktion tiber s, der Anzahl der linear
unabhédngigen Vektoren.
Induktionsanfang: Seis =1.Da Y, € V = (X) = (X;,..., X,,), folgt: Es existiert ein a« € K"
mit

Yi=aXi+. .. +a, X,

Da Y; linear unabhéngig ist, d.h. Y7 # 0 ist a # 0. Also existiert ein ¢ € n mit a; # 0. Nach
eventueller Umordnung der X; konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0BdA)
annehmen, dass ¢ = 1 ist, also a; # 0. Also folgt

Xlzin—%Xg—---——Xn.
ay ai ai

Also X; € (Y1, X,,....X,,), dh. V= (Y1, X5, ..., X,).
Induktionsannahme: Sei die Behauptung giiltig fiir s — 1, sprich sind (Y3,...,Y,_) linear
unabhingig, so ist s — 1 < n und nach Umordnung von X gilt (Y7,...,Y,_;, X,,... X,,) er-
zeugt V.
Induktionsschritt: Sei (Y3, .. ., Y;) linear unabhdngig. Dann ist auch (Y3, ..., Y, ) linear un-
abhédngig und wir wenden die Induktionsannahme darauf an. Insbesondere haben wir

YoeV=(M,....Y, 1, X5, ... X)
also existiert ein a € K™ mit
Y; = CL1Y1 + -+ CLS,1Y;,1 + asXs + - aan-

Da Y linear unabhidngig ist, ist Y; # 0, also a # 0. Wére a; = --- = a, = 0, so wére
Y linear abhéngig. Also existiert ein 7 mit s < 7 < n mit a; # 0. Dies impliziert bereits
5 < n. Nach Umnummerierung der X, konnen wir wieder oBdA! annehmen, dass i = s
gilt. Wie oben bekommen wir wieder X € (Y3,...,Y,, Xi11,...X,) und folgern schliefilich
V=,.., Y Xep1,... Xp). O

Folgerung 3.3.2. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann existiert ein eindeutiges
n € Zxo, 5o dass jede Basis von V aus genau n Vektoren besteht. Dieses n nennt man die Dimen-
sion von V und schreibt Dim 'V = n.

Falls V nicht endlich erzeugbar ist, also kein endliches Erzeugendensystem hat, schreiben wir
pauschal DimV = oo.

Beweis. Der Fall des Nullvektorraumes ist klar, Dim({0}) = 0.
Sei also V # {0}. Wegen der endlichen Erzeugbarkeit existieren ein n € N und ein Erzeu-
gendensystem X € V". Durch Weglassen von Vektoren konnen wir erreichen, dass X ein

1(Man beachte: Die beiden oBdA-Annahmen sind lockere Umschreibung der Tatsache, dass wir an diesen
Stellen eine Permutation der X; vornehmen mtissen.)
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linear unabhéngiges Erzeugendensystem ist, also oBdA X linear unabhéngig. Ist Y € V*
linear unabhéngig, so folgt aus dem Satz von STEINITZ s < n. Ist Y zudem ein Erzeugen-
densystem, also eine Basis, so folgt wiederum aus dem Satz von STEINITZ 3.3.1 n < s, also
s=n. O

Beispiel 3.3.3.
(1) Dim{0} = 0, denn {0} = ().
(2) Dim K™ = n, denn die Standardbasis
S :=((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1))
ist offensichtlich eine Basis aus n Elementen. Entsprechend gilt

Dim K™*! = Dim K" = n.

(3) Allgemeiner haben wir fiir beliebige (insbesondere endliche) Mengen M
Dim KM = | M|

denn im endlichen Fall bilden die charakteristischen Funktionen der einelementigen
Teilmengen von M (in irgendeiner Anordnung) eine Basis. Fiir den Fall M = () ist KM
ein Nullvektorraum?.

Ist M unendlich, so sind die charakteristischen Funktionen der einelementigen Teil-
mengen von )M immer noch linear unabhéngig (aber sicher keine Basis mehr), wes-
halb man dann Dim K™ = oo hat.

(4) Dim(K™™) = |n x m| = nm.
(5) Dim(K[X]) = oco. Eine Basis von K[X]ist (1, X, X?,...).
(6) Dim(K[X]Grad<n) = n. Eine Basis ist (1, z,...,z"!).
Bemerkung 3.3.4. Seien V, )V zwei K-Vektorrdume, ¢ : V — W linear.

(1) Ist (p(X1),...,¢(X,)) € W" linear unabhdngig, so ist auch (X3,...,X,) € V" linear
unabhéngig.

(2) Ist (Y1,...,Y,) =V, s0ist (p(Y7),...,¢(Y,,)) = Bild(¢) < W.

(3) Ist ¢ ein Isomorphismus, so bildet ¢ jede Basis von V auf eine Basis von W ab. Insbe-
sondere gilt dann Dim V = Dim W.

Folgerung 3.3.5. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

(1) (Basiserginzungssatz) Ist X € V? linear unabhiingig, so kann X zu einer Basis von ) ergiinzt
werden, d.h. es gilt s < DimV =: n und es existiert eine Basis Y € V" mit Y; = X; fiir
1<y <s.

(2) Ist T <V, s0gilt DimT < Dim V mit Gleichheit genau dann, wenn T = V.

(3) Ist T <V mit Basis (Xy,...,X,,) und (Xq,..., X, Y1, ..., Ys) eine Basis von V), so ist
(Yo+T,...,Yr + T) eine Basis von V/T. Insbesondere gilt:

DimV/T7 =DimV — Dim T .

2sprich, ein Vektorraum, der nur aus dem Nullvektor besteht
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Beweis.

(1) Direkt aus dem Satz von STEINITZ: Nehme ein endliches Erzeugendensystem, ersetze
davon s Vektoren durch X;, ..., X, (es bleibt ein Erzeugendensystem). Entferne wei-
tere Vektoren, die linear abhdngig sind, bis dies nicht mehr geht, also bis nach endlich
vielen Schritten ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, sprich eine Basis tibrig
bleibt.

(2) Linear unabhéngige Vektoren aus 7 sind auch linear unabhingig in V. Also ist die
Maximalzahl linear unabhéngiger Vektoren aus 7 beschrankt durch Dim V. Diese Ma-
ximalzahl ist aber Dim 7.

(3) Dass (Y1 +T,...,Y,:+T) ein Erzeugendensystem von V/T ist, ist klar. Wir zeigen die
lineare Unabhéngigkeit: Sei a € K* mit

aY1+T)+...+aYe+T)=0+T
dh.aY; +... +a,Y, € T. Also existiert b € K™ mit

a1Y1—|—+akYk:b1X1+—|—mem

d.h.

a,lYl—i—...+akYk—b1X1—...—mem:O,
woraus wir mit der linearen Unabhéngigkeit von (X7, ..., X,,,Y1,...,Y,) schliefSen,
dass @ = 0 (und b = 0) gilt, d.h. (Y; +T,...,Y, + T) ist linear unabhéngig. ]

Des Weiteren konnen wir den Homomorphiesatz um eine quantitative Aussage erweitern.

Folgerung 3.3.6. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und o : 'V — W eine K-lineare
Abbildung. Dann gilt:

Dim Bild(a) + Dim Kern(a)) = Dim V.

Beweis. Da Bild(«) und V/ Kern(a) nach dem Homomorphiesatz isomorph sind, haben bei-
de gleiche Dimension und die Behauptung folgt aus Folgerung 3.3.5.(3). O

Beispiel 3.3.7. Sei W := {p € K[X] | Grad(p) < 6,p(1) = p(2) = 0}. Wir zeigen, dass W
ein Teilraum von K[X] ist und bestimmen Sie seine Dimension.
Dazu definieren wir
a:Vi=K[X]<s — K% p— (p(1),p(2)).

Dann ist « eine lineare Abbildung, Kern(«) = W, also insbesondere WW < V. Weiter ist a
surjektiv, da a(1) und a(X) den Raum K? erzeugen. Also ist

dim(W) = dim(V) — dim(Bild(«)) =6 — 2 = 4.

Wir schliefSen diesen Abschnitt mit der beriihmten GRASSMANNidentitét ab.
Folgerung 3.3.8. Seien V,,V, endlich erzeugte K-Vektorriume. Dann gilt:

Dlm(Vl Da Vg) = Dim Vl + Dim VQ.

Beweis. Mit der Ausfiihrung im Beispiel 2.3.23 ist V; &, V»/Vi = V,. Der Rest folgt aus
Folgerung 3.3.5.(3). O

Ubung 3.3.1. Geben Sie einen direkten Beweis fiir Folgerung 3.3.8 an.
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Folgerung 3.3.9. Sei V ein K-Vektorraum mit endlich erzeugten Teilrdumen Ty, Ty < V. Dann
gQilt:
Dim(7: + 72) + Dim(71 N 72) = Dim(Ty ©, T2) = Dim 71 + Dim 7>.

Beweis. Offenbar ist
a:ﬂ@aﬁ —V: (Tl,TQ) '—>T1+T2

linear mit Bild(«) = 71 + 73 und Kern(a) isomorph zu 7; N 7T;. Die Behauptung folgt jetzt
aus 3.3.6. N

Anhang: Jeder Vektorraum hat eine Basis.

In diesem Abschnitt wollen wir (nicht konstruktiv) zeigen, dass jeder Vektorraum eine
Basis besitzt. Dazu miissen wir ein Axiom der Mengenlehre voraussetzen, das sogenannte
Zorn’sche Lemma.

Satz 3.3.10. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(A) (Auswahlaxiom) Sei A # () und fiir jedes X\ € A eine nichtleere Menge X, gegeben. Dann ist
das kartesische Produkt

[T = {@)aen [ 22 € X5}
AeA

nicht leer.
(Man kann also simultan fiir jedes A\ € A ein x5 € X auswihlen. )

(Z) (Lemma von Zorn) Sei (M, <) eine nicht leere geordnete Menge. Hat jede Kette in M eine
obere Schranke in M, so gibt es ein x € M mit m > x = m = x fiir jedes m € M.

(A) und (Z) sind dquivalente Axiome (vgl. z.B. Halmos, Naive Mengenlehre oder meine
Algebra Vorlesung), sie folgen nicht aus den Grundaxiomen der Mengenlehre, man muss
eines von ihnen zusétzlich fordern.

Die Aussage (A) haben wir implizit schon einmal benutzt, als wir zeigten, dass jede sur-
jektive Funktion eine Rechtsinverse besitzt, da wir aus jeder Faser ein Element auswahlen
mussten, um die Rechtsinverse zu , konstruieren”.

Wir werden jetzt (Z) benutzen, um die Existenz von Basen zu beweisen.

Zunidchst miissen wir die Begriffe ,Erzeugendensystem” und ,lineare Unabhédngigkeit”
auch fiir unendliche Teilmengen eines Vektorraumes préazisieren.

Definition 3.3.11. Sei V ein K-Vektorraum und X C V eine Teilmenge.
(a) X heifst Erzeugendensystem von V, falls jedes Element von V eine endliche Linearkom-
bination der Elemente von X ist.
(b) X heifst linear unabhingig, falls alle endlichen Teilmengen von X linear unabhéngig
sind, d.h. firallen € N, X;,..., X, € X mit X, # X fiir i # j gilt

n
ZaiXi:Omital,...,anEK@alz...:an:O.
=1

Beachten Sie: (1,z,2%,2%,...) = (2"|n € Ny) ist eine Basis von K|[z], jedoch kein Erzeu-

gendensystem von K[z]], da sich Potenzreihen i.a. nur als “unendliche”® Linearkombina-
tionen der 2" darstellen lassen. Konnen Sie eine Basis von K [[z]] angeben?

Satz 3.3.12. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

3Solche haben wir explizit ausgeschlossen
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Beweis. SeiV ein Vektorraum und B := {B C V | B linear unabhéngig }. Dann ist B geord-
net durch B, < By & By C By. Istnun K C B eine Kette, also eine total geordnete Menge,
so ist die Vereinigung

K:=|JB

BeKk

eine linear unabhéngige Teilmenge von V (beachten Sie, linear unabhingig heifdt dass je-
de endliche Linearkombination der 0 trivial ist) und somit ein Element von 5. Nach dem
Zorn’schen Lemma hat also B maximale Elemente, also maximal linear unabhéangige Teil-
mengen X C V. Jedes solche X ist ein Erzeugendensystem, denn fiir v € V\ (X) ist X U{v}
linear unabhédngig. O

Beachten Sie, dass man nicht unbedingt eine Basis von V angeben kann. Fiir V = K{[z]],
YV =ROUoder V= {f:[0,1] = R | f stetig } kann man keine solche Basis angeben, glaubt
man an das Auswahlaxiom, was durchaus sinnvoll erscheint, so gibt es aber eine Basis.



Kapitel 4

Konstruktive Aspekte

4.1 Die Matrix einer linearen Abbildung

Lernziel: Matrix einer linearen Abbildung, typische Beispiele, Basistransformationen.

Wir wollen zuerst das Zusammenspiel der Begriffe “linear unabhingig” und “erzeugen”
mit linearen Abbildungen ndher beleuchten.
Satz 4.1.1. Seien V und W K-Vektorrdume und X = (Xy,...,X,) e V", Y = (Y1,...,Y,) €
wr.
(1) Ist X ein Erzeugendensystem von V, so gibt es hichstens' eine lineare Abbildung ¢ : V — W
mit oo X =Y, dh. mit o(X;) =Y, fiiri=1,...n

(2) Ist X linear unabhiingig (und V endlich erzeugt), so gibt es eine* lineare Abbildung ¢ : V —
Wmit poX =Y.

(3) Ist X eine Basis von V, so gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V = W mit po X =Y.
Beweis.

(1) Sei V € V. Da X ein Erzeugendensystem von V ist, gibtes a € K" mit V = a;X; +
...+ a, X, Fir ein solches lineares ¢ gilt (V') = a1p(X1) + ... + a,9(X,,), also legen
die Bildery(X;) wegen der Linearitit die Abbildung ¢ eindeutig fest.

(2) Wir konnen X zu einer Basis ergdnzen und nehmen daher oBdA an, dass X schon
eine Basis ist. In diesem Fall ist

e Va>WiaXi+...+a, Xy — a1 +...+a,Y,

eine wohldefinierte lineare Abbildung, denn die Darstellung der Elemente von V als
Linearkombinationen von X ist eindeutig und die Linearitat ist klar.

(Beachte, die ergédnzten Vektoren zeigen, wieviel Freiheit man fiir die Festlegung von
¢ noch hat: Ist X keine Basis sondern nur linear unabhéngig, so stehen die moglichen
linearen Abbildungen ¢ in Bijektion mit W*, k = Dim(V) — n.)

(3) folgt sofort aus (1) und (2). Il
Beispiel 4.1.2. SeiV = F3, W =TF3,

wom(§) e ()= (1)

! Achtung: So ein ¢ muss nicht unbedingt existieren.
2wie immer, im Sinne von , mindestens eine”

85
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und Y; = e; die Einheitsspalten. Dann ist X = (X, X», X3) ein Erzeugendensystem von V,
jedoch gibt es keine lineare Abbildung ¢ : V — W mit ¢(X;) = e¢;, da jedes solche ¢ die
Gleichung

0=p(0) = p(X1 + Xo+ X3) = p(X1) + p(X2) +¢(X3) =e1 + ey +e3 #0

erfiillen muss. Hingegen kann man das Bild von je zwei der drei X,’s beliebig vorschreiben
und erhdlt eine eindeutige lineare Abbildung ¢. ZB. ¢ : V — W, p(X;) = 0,9(X3) =
e1 + ez + e3, definiert eine eindeutige lineare Abbildung. Es gilt dann ¢(X5) = e; + €3 + €.

Wir haben uns frither davon iiberzeugt, dass jede Matrix A € K™*" eine lineare Ab-

bildung A : K™ — K™ X — AX induziert und, dass jede lineare Abbildung von
K™ nach K™*! auf diese Art mit einer eindeutig bestimmten Matrix A € K™*" zustande
kommt. Dies konnen wir mit dem obigen Satz jetzt gut verstehen:

Die Spalten der Matrix A sind gerade die Bilder der Basisvektoren aus der Standardbasis
von K™ in K™*!. Diesen Sachverhalt wollen wir zuerst einmal etwas formaler festhalten.

Definition 4.1.3. Seien V und W Vektorrdume iiber dem Korper K. Dann bezeichnet
Hom(V, W) :={p | ¢ :V = W, ¢ linear } <W"

den Vektorraum der linearen Abbildungen von V nach W.

Man erinnert sich, dass WY mit der werteweisen Addition und entsprechenden Multipli-
kation mit Kdrperelementen ein Vektorraum ist, da der Wertebereich 1V diese Operationen
zuldsst und ein K-Vektorraum ist. Unsere obige Erinnerung ldsst sich etwas verschérfen zu
der Aussage:

Bemerkung 4.1.4.

K™ — Hom(K™! K™ : A A
ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis. Dies war eine Ubungsaufgabe! O

Die Umkehrabbildung der Linearkombinationsabbildung Az : K™ — V fiir eine Basis
B € V" nannten wir Koordinatenabbildung. Die Spalten-Variante dieser Umkehrabbildung
halten wir nochmal in einer Definition fest:

Definition 4.1.5. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = (By, ..., B,) €
V". Dann heifst der Isomorphismus

aq
kg: Vo> K" . X=a;Bi+...4+a,B,— 32X =

an
die Koordinatenabbildung (genauer Spaltenkoordinatenabbildung) von V beziiglich B.
Beispiel 4.1.6. Sei V = Q|z]|graa<4, B = (1, x, 2%, 2*). Die Verschiebeabbildung
0: V=V, px) = ple+1)

ist linear. gO(Bl) =1= Bl/ @(Bg) = B1 + BQ, gO(Bg) = Bl + 232 + Bg, QD(B4) = Bl + 382 +
3Bs3 + B,. Bestimme o(p) fiir p = 2% + 2 + 1. Dazu

1

AS)

I
o o o
SO ==
_ W W

I

=

Sy

S

I
O~ =

2
1
0
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Man berechnet Zp(p) =2 P Bp = (3,3,1,0)" und liest davon ab, dass p(p) = 3 + 3z + 22
ist.

Satz 4.1.7. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = (By,...,B,) € V" und W ein K-
Vektorraum mit Basis C' = (C4, ..., C,,) € W™. Es gilt:

(1) Die Abbildung
cAp : K™ — Hom(V, W) : A k' o Ao kp

ist ein Isomorphismus von K-Vektorriumen.
(2) Sei die Umkehrabbildung von «Ap gegeben durch
cAgt : Hom(V, W) — K™ : o G,
Man nennt © P die Matrix von ¢ beziiglich der Basen B und C. Per Definition gilt also®

—_—

0=k 0CpBokp

oder dquivalent

—

Kooy =“pPokp

und wir haben das kommutative Diagramm

y =W
kB | 1 ke
Kn><1 s Km><1

Cop

Insbesondere gilt fiir alle V € V:

Cp(V) =" BV

Insbesondere steht in der i-ten Spalte von © oP die Koordinatenspalte von (B;) beziiglich der
Basis C.

Beweis.

(1) folgt aus Bemerkung 4.1.4, da die Komposition von Isomorphismen wieder ein Iso-
morphismus ist:

Kkato(— —)ok
K™ s Hom(K™, k™) 20 gom(gm<t w) 225 Hom(v, W),
A — A > IialoA — malvonB

(2) Die ersten beiden Formeln folgen aus (1) und der Definition von ©®. Fiir die dritte
Gleichheit benutze die Formel A(X) = AX fiir X = k5(V) = BV. O

Beispiel 4.1.8. Die Abbildung p : Q[z|craa<s — Q[z]/pQ[z] : ¢ — G = q + pQ|z] ist eine 523618

Q-lineare Abbildung fiir jedes p € Q|[z]. Wir wéhlen als Beispiel p = 1 + x + 2. 1212
Aufgabe: Bestimme die Matrix von p beziiglich der Basen '

B = (1,2, 2% 2*)von Q[z]craq<s und
C = ([1], [z]) = (1 + pQ[z], z + pQ[z])von Q[z] /pQ[z].

Diese Abbildung kodiert somit die Restbestimmung aller Polynome bis zum Grad drei
(einschliefslich) modulo p.
Losung:

3die rechte Seite ist blof nur cAz(cAz' ()
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e u(1)=1=1-140-7, womit wir die erste Spalte haben.

e u(z) =7 =0-1+1-7, womit wir die zweite Spalte haben.

e u(z?)=2%=-1-1-1-7, womit wir die dritte Spalte haben.

o p(z®)=a3=-1-7—-1-22=-1-7—(~1-1-1-7) = 1-1+0-T, was die vierte Spalte
ergibt.

Insgesamt haben wir also
10 —-11
c,B _
o= < 01 -1 0 >
Diese Matrix kodiert somit die Restbestimmung aller Polynome bis zum Grad drei (ein-
schliefllich) modulo p. Z.B. 72* + 3z* + 2z + 10 modulo p berechnet man nun wegen

(o) o)l |- ()

Man kann {iibrigens die Idee des letzten Beispiels benutzen, um bequem im Restklas-
senring K [z]/pK|[x] zu rechnen, was wir aber jetzt nicht verfolgen wollen.

Hier ist eine sehr wichtige Folgerung aus unserem Satz. (Vgl. auch 1.3.1 aus dem ersten
Kapitel.)

Satz 4.1.9. Seien ¢ : V — W und ¢ : W — U K-lineare Abbildungen und V, W ,U sollen die
Basen B € V",C € W™, D € U” haben. Dann gilt:

Dl o p)? = Pyl .yl
—_— =~ =

pXxXn pXm mxn

0

N W N =

zu 14 — x.

Beweis. Sei V' € V beliebig. Dann gilt nach dem letzten Satz 4.1.7 einerseits:
P(Wop)(V) ="(Wop)” PV
und andererseits
P(op)(V)) =PW(p(V))) = P (V) = Py - P . PV
Lassen wir nun V' die Basis B durchlaufen, so folgt
Py o) =Py b, O

Einen Spezialfall sollte man besonders herausstellen: den Basiswechsel.

Folgerung 4.1.10.
(1) Sind B, B' € V" Basen von V, so heifit ®id,”" die Matrix der Basistransformation und es
gilt
B’ ldVB — (B idVB/)—l

(2) Sind C,C" € W™ Basen von W und ist ¢ : V — W linear, so gilt

c, B _ C.CHB . Biq B
© “id,S id,,
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Beweis.

(1) Aus Satz 4.1.9 folgt

/. . ’ . ’

(2) Wende Satz 4.1.9 zweimal an. O]

Bemerkung 4.1.11. Sind B = (By,...,B,) und B’ = (Bj, ..., B)) Basen des K-Vektor-

raumes V, so gilt:
B:1B' _ B_B
idy, =777,

wobei 7 : V — V, B, — B! die Abbildung ist, die B auf B’ abbildet. Die linke Seite nennt
man die passive Interpretation des Basiswechsels un die rechte Seite die aktive.

Beispiel 4.1.12. Der Vektorraum V := Q[z|gaqa<s hat die Basen B = (1,x,22 23, 2%)
und B’ = (1,z + 1, (x + 1), (x + 1)3, (x + 1)*). Der binomische Lehrsatz liefert sofort das
transponierte PASCALsche Dreieck:

B:1B _
id),” =

OO OO
O OO = =
O O~ N
O = W W=
s O

Il

8

\]

oy

tir die lineare Abbildung
7:V—=V:ip(x)—plz+1).

Fiir die inverse Matrix erhalt man

1 -1 1 -1 1
0 1 -2 3 —

Pidfg=10 0 1 =3 6 [=("id)"'="F""
0 0 0 1 —4
0 0 0 0 1

wobei 771 (p) = p(x — 1) ist.

4.2 Matrizen und Teilrdume: Zeilenraum und Spaltenraum

Lernziel: Algorithmen zur Herstellung von Basen, Rang einer Matrix, genaue Analyse des
GAussalgorithmus, Algorithmen zur Berechnung von Schnitten von Teilrdumen.

Der Satz von STEINITZ ist konstruktiv und hat eine innere Verwandtschaft mit dem
GAUssschen Algorithmus. Wir wollen jetzt die abstrakten Dimensions- und Existenzaus-
sagen des letzten Kapitels in konkrete Algorithmen umwandeln. Wesentlich ist, dass wir
explizit in unserem Vektorraum rechnen konnen. Insbesondere wollen wir jetzt eine kon-
struktive Behandlung von endlichen Erzeugendensystemen vornehmen.

Zur Erinnerung;:

GL,(K) :=={g € K™ | esexistiertein h € K" mit gh = I,,,}

operiert auf K™*" durch Linksmultiplikation. Friiher hatten wir gesehen, dass die Links-
multiplikation mit sogenannten elementaren Matrizen aus GL,,(K') den elementaren Zeile-
numformungen aus dem GAUSsalgorithmus entsprechen. Neue Interpretation dieser Um-
formungen: Wechsel des Erzeugendensystems des Zeilenraumes der Matrix.
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Definition 4.2.1. Sei A € K™ und V ein K-Vektorraum.

(1) Es bezeichnet
TRYV) ={T|T <V}
die Menge aller Teilrdume von V.

(2) Z(A) == (A1, Ay _,..., A ) < K" heifit der Zeilenraum von A und seine Dimen-
sion der Zeilenrang von A.

(3) S(A) := (A_1,A_5,...,A_,) < K™ heiit der Spaltenraum von A und seine Di-
mension der Spaltenrang von A.

Klar: Z ist eine Abbildung K™*" — TR(K'*"), und der Zeilenrang die Komposition von
Z mit Dim : TR(K"™") — Zs¢. Entsprechend fiir Spaltenraum und Spaltenrang mit dem

Zusatz S(A) = Bild(A).
Bemerkung 4.2.2. Sei A ¢ K"*", g € GL,,,(K) und h € GL,,(K).

(1) Dann haben A und gA denselben Zeilenraum und somit auch denselben Zeilenrang.
Insbesondere produziert der GAUSSsche Algorithmus eine Basis des Zeilenraumes.

(2) Aund gA haben denselben Spaltenrang.
(3) Aund Ah haben denselben Spaltenraum und somit denselben Spaltenrang.
(4) Aund Ah haben denselben Zeilenrang.
Beweis.
(1) Klar.

(2) g: K™ — K™ st ein Automorphismus (d.h. Endomorphismus + Isomorphismus)
und seine Einschrankung auf den Spaltenraum von A liefert einen Isomorphismus
zwischen S(A) und S(gA), also haben beide dieselbe Dimension.

(3) Klar.
(4) so wie (2). Il

Folgerung 4.2.3. Fiir jede Matrix A € K™*" iiber einem Korper K sind Zeilen- und Spalten-
rang gleich. Sie werden mit Rang(A) = Rang von A bezeichnet.

Beweis. Da Z(A) = Z(gA) fur alle g € GL,(K), kann man eine Basis des Zeilenraumes
nach Anwenden des GAUSSalgorithmus aus der strikten Zeilenstufenform B = gA von A
direkt ablesen, namlich die Nicht-Null-Zeilen von B. Die Dimension von Z(B) ist somit
die Anzahl der Nicht-Null-Zeilen von B, also die Anzahl der Stufenindizes von B. Aber
diese Anzahl ist ebenfalls die Dimension des Spaltenraums von B, da die Spalten an den
Stufenindizes offensichtlich eine Basis des Spaltenraumes von B bilden. Diese Dimension
ist aber auch der Spaltenrang von A nach Bemerkung 4.2.2.(2). O

1
1 -9 1.
0 0

Beispiel 4.2.4.
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Also ist Rang(A) = 2.

Dim(Kern(A)) = 2 = 4 — Rang(A).

Folgerung 4.2.5. Fiir die Matrix A € K™ ist Kern(A) der Losungsraum des linearen Glei-
chungssystems Ar = 0,z € K™, Es gilt:

Dim(Losungsraum) = n — Rang(A).

Beweis. Es gilt wegen Bild(A) = S(A)

Dim(Losungsraum) = Dim(Kern(A))

= n — Dim(Bild(A)) O
= n — Rang(A).

Wir wollen jetzt den GAUsSalgorithmus zur Herstellung der strikten Stufengestalt ei- Ende
ner Matrix als Wechsel des Erzeugendensystems des Zeilenraumes interpretieren und die Vorl. 19
nichtverschwindenden Zeilen der Matrix in strikter Stufengestalt als eine normierte Basis. 14.12

Satz 4.2.6.
(1) GL,,(K) operiert auf K™*" durch Linksmultiplikation:

GL(K) x K™ — K™ : (g, A) s gA.

(2) Der Zeilenraum Z : K™ — TR(K'*") ist eine trennende Invariante, d.h. A, B € K™
sind genau dann in derselben Bahn, wenn Z(A) = Z(B) gilt.

(3) Jede Bahn enthiilt genau eine Matrix in strikter Stufengestalt.
Beweis.
(1) & (3) kennen wir bereits.

(2) Die Gleichheit Z(A) = Z(gA) fur A € K™" und g € GL,,(K) haben wir schon in
Bemerkung 4.2.2 gesehen, d.h. der Zeilenraum ist eine Invariante, ebenso wie der
Zeilenrang.

Wir zeigen zunéchst, dass die Stufenindizes (je)der zu A € K™*" gehorigen Matrix
in strikter Stufengestalt bereits aus Z(A) abgelesen werden konnen, also strukturell
bestimmt sind: Definiere fiir 1 < d <n

Ta: Z(A) = KV (2, 2) = (21, .., 2q)

und 7 als die Nullabbildung auf Z(A). Dann ist sofort klar: d ist Stufenindex von gA
genau dann, wenn
Dim(Bild(7;)) > Dim(Bild(7g—1)).

Seien nun 1 < s(1) < ... < s(r) < n die Stufenindizes die durch Z(A) festgelegt
sind. Fiir den Rest des Beweises nehmen wir (E an, dass wir es nur mit Matrizen
vom Zeilenrang m zu tun haben, also r = m. Eine zu A gehorige Matrix in strikter
Stufenform ist dann gegeben durch G A, wobei G € K™*™ die Stufenspalten von
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A als Spalten hat: G_; := A_ ;. (Ubung: Warum ist G invertierbar?) Jede andere
Matrix B € K™ mit Z(A) = Z(B) ist dann gegeben durch HG™*A, wo H € K™*™
mit Spalten H_; := B_ ;) gegeben ist. Damit folgt, dass G A die einzige Matrix in
strikter Stufengestalt unter den Matrizen mit Zeilenraum Z(A) ist und auch, dass Z
eine trennende Invariante der GL,, (K )-Operation auf K™*" ist. O

Folgerung 4.2.7. Jeder k-dimensionale Teilraum von K'*" mit k > 0 hat eine eindeutige Stan-
dardbasis (71, . .., Zy), die dadurch gekennzeichnet ist, dass die Matrix Z € K" mit Z;, _ = Z,
in strikter Stufengestalt ist.

Beispiel 4.2.8. Die 2-dimensionalen Teilrdume von K'*? sind genau die Zeilenrdume

von:
1 0 a 1 ¢ 0 010
01b)/)’\001)/)’\001

mit a,b,c € K.

Entsprechend sind die verschiedenen 2-dimensionalen Teilrdume eines Raums V mit
Basis (B, Bs, Bs) gegeben durch
(Bi + aBs, By + bBs), (B1 + By, Bs), ( Bz, Bs).
wobei a, b, c die Elemente von K durchlduft. Hat K also ¢ Elemente, so besitzt V genau

¢*+q+1 2-dimensionale Teilrdaume. Dies ist auch die Anzahl der 1-dimensionalen Teilrdume
von V. Warum?

Definition 4.2.9. Sei ¢ : V — WV eine lineare Abbildung. Definiere
Rang(y) := Dim(Bild(¢p)).

Folgerung4.2.10. Seip : V — W eine lineare Abbildung von endlich dimensionalen (=endlich
erzeugte) K-Vektorriumen, B eine Basis von V und C eine Basis von V. Dann ist

Rang(yp) = Rang(“¢”).
Beweis. Ubung. O

Folgerung 4.2.11. Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung von endlich dimensionalen (=endlich
erzeugte) K-Vektorriumen. Dann existiert eine Basis B von V und eine Basis C von W, derart dass

1 0 --- 0
0O 1 0 0
: 0
P =10 0 1 0 01,
0 0 0 0 0
O --- 0 0 0 --- 0
mit genau Rang(p) Einsen auf der Diagonalen. Sprich, es gilt*
¢(Bi) =C; fiiri =1,...Rang(p),
@(Bi) =0 fiir i = Rang(p) + 1,...,Dim(V).

“Etwas derartig einfaches gibt es bei (endlichen) Mengen und Abbildungen dazwischen nicht!
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Beweis. Starte mit zwei beliebigen Basen B’ € V" und €’ € W™. Berechne die Matrix ¢ ?’
und bringe sie mit Hilfe des iiblichen zeilenorientierten GAUSS-Algorithmus auf strikte
Zeilenstufenform und mit dem vollig analogen spaltenorientierten Gauss-Algorithmus®
schliefilich auf die gewiinschte Form, nennen wir sie A. Durch die Buchfiihrung bei den
GAUSs-Algorithmen bestimmen wir also Matrizen ¢ € GL,(K) und h € GL,,(K) mit
g (C'ng/) h = A. Nun interpretiere g als die Basiswechselmatrix idgl und h als die Ba-
siswechselmatrix ¢’ id{;, und lese daraus B und C ab. O

Folgerung 4.2.12. Die Gruppe GL,,(K) x GL, (K) operiert auf K™*" durch
(GLy(K) x GL,(K)) x K™ — K™ ", ((g,h),A) = gAh™".

Matrizen in derselben Bahn heifien dquivalent. Der Rang® ist eine trennende Invariante dieser
Operation, d.h. Matrizen in K™*" sind genau dann dquivalent, wenn sie den gleichen Rang haben.

°Z.B. transponiere die Eingabematrix, wende den zeilenorientierten GAUSS-Algorithmus an und transpo-
niere anschliefSend das Ergebnis zurtick.
®Genauer: Rang : K™*" — Zq
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Kapitel 5

Endomorphismen

5.1 Der Endomorphismenring

Lernziel: Matrizen von Endomorphismen, Ahnlichkeit von Matrizen, Einsetzungshomo-
morphismus, Minimalpolynom und seine Berechnung, Begleitmatrizen.

Definition 5.1.1. Sei V ein K-Vektorraum . Dann heif3t
End(V) := Hom(V, V)

zusammen mit der Addition von linearen Abbildungen und der Komposition der Endo-
morphismenring von V.

Die Endomorphismen von V bilden einen Ring mit idy als Eins, sogar eine K-Algebra, die
fiir Dim V > 1 nicht-kommutativ ist. Die invertierbaren Elemente bilden die Einheitengrup-
pe des Ringes, die wir bereits friiher als generelle lineare Gruppe GL(V) bezeichnet haben.
Was bewirkt die Festlegung einer Basis?

Bemerkung 5.1.2. Sei B € V" eine Basis von V. Dann ist
End(V) — K™, a s Pa®

ein K-Algebrenisomorphismus.

Unser Thema ist weniger die algebraische Struktur von End()V) als Ring sondern viel-
mehr, wie wir vorgegebene Endomorphismen besser verstehen konnen. In Folgerung 4.2.11
haben wir uns dafiir erlaubt zwei Basen zu wihlen, eine im Definitionsbereich und eine im
Wertebereich. Da es sich hier um Endomorphismen handelt, méchten wir gerne nur mit
einer Basis B auskommen, und dass weiterhin die Abbildungsmatrix eine besonders ein-
fache Gestalt annimmt. Am einfachsten ist die Diagonalgestalt. Zuerst rekapitulieren wir,
wie ein Basiswechsel sich auswirkt:

Bemerkung 5.1.3.
(1) @ € End(V) und B, B € V" Basen von V. Es gilt
BB = (PiaB) . BaP  Bidl = B a8 BB . (P idk) .
(2) Die Gruppe GL,(K) operiert auf K™*" durch
GL,(K) x K™ — K™ (g, A) — gAg™".

Matrizen in derselben Bahn heifien dhnlich. Die Operation heifst auch Konjugations-
operation von GL,,(K) auf K"*".

95
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Zwei Matrizen A, A" € K"*" sind also genau dann dhnlich, wenn es eine Matrix
C € GL,(K) existiert, mit A’ = C~'AC. Die Aquivalenzklassen heilen Ahnlichkeits-
klassen. Insbesondere sind “o” und ' o® dhnlich.

Es ist recht schwierig, trennende Invarianten oder Normalformen fiir die Ahnlichkeitsklas-
sen anzugeben. Dies wird fiir algebraisch abgeschlossene Korper in einem spéteren Kapitel
geschehen und fiir allgemeine Korper wahrscheinlich erst in der Algebravorlesung. Aber
wir konnen jetzt schon einige erste Schritte unternehmen. Klar ist, dass dhnliche Matrizen
denselben Rang haben. Eine zweite einfache Invariante ist die Spur.

Definition 5.1.4.
(1) Fur A € K™*" heiit Spur(A) := " | A;; die Spur der Matrix A.

(2) Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum. Fiir « € End(V) definiert man die
Spur von « als
Spur(a) := Spur(®a®)

fiir irgendeine Basis B € V" von V.

Bemerkung 5.1.5.

(1) Fuir Ae K™ und B € K™ gilt:

Spur(AB) = ZA,»J»B]-Z- = Spur(BA).

i,
(2) Fur A € K™ und g € GL,(K) gilt

Spur(g~'Ag) = Spur(A).

(3) Spur(«) fiir « € End(V) ist wohldefiniert.
Beweis.
(1) Klar.
(2) Aus (1): Spur(g~'Ag) = Spur(gg~'4) = Spur(A).
(3) Aus (2) und 5.1.3. O

5.2 Das Minimalpolynom

Hier kommt eine brauchbarere Invariante, die auf einem Test der linearen Abhédngigkeiten
der Potenzen einer linearen Abbildung beruht.

Beispiel 5.2.1. Wir halten folgende Spezialfélle von Einsetzhomomorphismen fest:

(1) Fir A € K™"und p = p(z) = ap + a1z + ... + agz? € Klx] sei p(A) definiert als
p(A) == apl, + a1 A + ... + agA%. Weiter heif3t

ea: K[z] = K™ :p — p(A)

der Einsetzungshomomorphismus zu A.
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(2) Fir o € End(V) und p = p(z) = ap + a1 + ... + aqz? € Klx] sei p(a) definiert als
pla) == agidy +aja + ... + agad. Weiter heifSt
£o : K[z] = End(V) : p — p(a)

der Einsetzungshomomorphismus zu a.

Ende Erinnerung: Ist A € K™*" so ist ¢4 ein K-Algebrenhomomorphismus, d.h. fiir p,q €
Vorl. 20 K[z] und a,b € K ist
19.12

ealap+ bq) = aca(p) + bea(q), ea(pq) = ea(p)ealq).

Ist o € End(V) so ist ¢, ein K-Algebrenhomomorphismus.

Lemma 5.2.2.

(1) Ist A € K™*", so gibt es genau ein normiertes Polynom ps € K|x] mit Kern(e4) = paK[z].
Dieses Polynom heifit das Minimalpolynom von A.

(2) Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und o € End(V), so gibt es genau ein nor-
miertes Polynom pi, € K[z| mit Kern(e,) = poK|x]. Dieses Polynom heifst das Minimal-
polynom von c.

Beweis. (2) geht genauso wie (1)

(1) Sei s € N minimal, so dass ([, A4, ..., A%) linear abhédngig im K-Vektorraum K"*"
istund ag,...,a,_, € K mit A* + a,_1 A1+ ... +apl, = 0.Setze a;, = 1 und py =
Yol airt € Kzl
Behauptung: pi4 K [z] = Kern(e,4).

C: klar, da pa(A) = 0.

DO: Sei 0 # g € Kern(eys). Dann gibt es a,b € K|x] mit ¢ = aua + b mit Grad(b) <
Grad(pa) = s. Es gilt jedoch

0=q(A) =a(A)ua(A)+b(A) =0+ b(A) also auch b(A) = 0.

Wegen der Minimalitdt von s = Grad(ua) folgt also b = 0. Somit ist ¢ € paK[z].
[]

Ubung 5.2.1. Zeigen Sie: Fiir A € K™, g € GL,(K) und p € K[x] ist
plg~"Ag) = g~ 'p(A)g.
Bemerkung 5.2.3.

(1) Der Grad des Minimalpolynoms von A ist das kleinste s € Nmit (/,,, 4, ..., A®) linear
abhéngig. Insbesondere ist das Minimalpolynom wohldefiniert.

(2) Das Minimalpolynom, genauer
o K" — Klz] : A pa(z)

ist eine Invariante der Ahnlichkeitsklassen in K"*", sprich zwei dhnliche Matrizen
haben das gleiche Minimalpolynom.

(3) Sei @ € End(V), B € V" eine Basis von V und A = Zaf € K™ Dann sind die
Minimalpolynome von a und A gleich:

fa(T) = pa(z).
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Beweis. Ubung. O
Beispiel 5.2.4.

(1) Sei A =0 € K™ die Nullmatrix. Dann gilt y(z) = z. Entsprechend y,, = =, wobei
wir mit 0y, den Nullendomorphismus bezeichnet.

(2) Sei A =1, € K™". Dann gilt p1;, (x) = x — 1 fiir n > 0. Entsprechend 4, = « — 1 falls
V # {0}.

(3) Sei A = ( (2) _05 ) € Q*?. Dann gilt s = (x — 2)(z +5).

(4) Sei V = (sin,cos) < R¥ der von Sinus und Cosinus erzeugte Teilraum von R¥ und
0 € End(V) die Ableitung. Dann gilt d(sin) = sin’ = cos linear unabhéngig von sin,
und 9?(sin) = — sin und 9?(cos) = — cos, also uy(x) = x*>+1. Man beachte, wir erhalten
dadurch eine neue Realisierung der komplexen Zahlen C = R[z]/(2* + 1)R][x] als den
Teilring von End(V) = R?*?, der als R-Vektorraum von idy und 9 erzeugt wird.

(5) Im Allgemeinen gilt fiir A € K™
K™ > K[A] = (I,,,A, A% ..., A1) = Bild(c4) = K[z]/ Kern(c4) = K[z]/pa K[
als K-Algebra.

Lemma 5.2.5. Sei o € End(V) und U <V ein a-invarianter Teilraum, d.h. o(U) C U. Dann
definiert o zwei lineare Abbildungen:

B = oy € End(U) und v € End(V/U),v(X +U) = a(X) + U.

Es gilt
kgV (1, iy) | | 1piy,
d.h. kgV (pg, ) teilt po, und p, teilt pugp..

Beweis. Es ist 3K [X] = Kern(eg), insbesondere ist jedes Polynom f € K[X]| mit f(8) =0
durch pg teilbar. Jetzt gentigt es zu beobachten, dass p,(3) = 0 da

:ua(ﬁ) = Ma(a)m-

Also gilt s teilt p,. Es ist leicht einzusehen, dass v wohldefiniert ist und p,(y) = 0 gilt.
Daraus ergibt sich die erste Teilbarkeitsrelation.
Fiir die zweite Teilbarkeit sei X € V. Dann gilt

(g (@) (X) = pa(@) (py (@) (X)) = pg()(Y) = 0

wobei Y = p,(a)(X) € U ist und daher p5(a)(Y) = ps(8)(Y) = 0. O

Bemerkung 5.2.6. Lemma 5.2.5 liest sich fiir Matrizen wie folgt: Sei A = ( j(})} é ) €

K™™ mit quadratischen Matrizen B und C. Dann gilt

kgV(uc, pB) | na | uppc,

d.h. kgV(,uC, MB) teilt A und HnA teilt uBlc.
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Beispiel 5.2.7. Sei V endlich erzeugter K-Vektorraum und a € End(V). Wahle 0 # V' €
V und schreibe die erste lineare Abhéngigkeit von (V,a(V),a?(V),...,a* 1(V),ak(V)) €
Vi mit k minimal als Polynom

aV +ara(V) + ... +ap_ 10N (V) +1a*(V) =0

und definiere q := ag + a1 + ... + aj_12"' + 2F € K|[z], so gilt nach der gleichen Beweis-
fithrung wie oben, dass q|u,(z) und, falls (V,a(V),a?(V),...,a*1(V)) = V, so gilt sogar
q = pa(z) (siche Bemerkung 5.2.8).

Z.B.
1 -2 3
A= -4 0 —4 | eQ@®?
3 =2 1
1
liefert mit dem Vektor V := ( 0 ) € Q*! die Folge
0

1 1 18 92
(V,A(V), A(V), A3(V)) = (( 0 ) , ( —4 ) : ( ~16 ) , ( —128 ))
0 3 14 100

Man setzt ein lineares Gleichungssystem an und bekommt die eindeutige Losung
32V + 24A(V) 4+ 24%(V) = A3(V),

da die ersten drei Vektoren noch linear unabhingig sind, und somit 2® — (32 + 242 + 22?) als
Minimalpolynom von A. Man beachte, B := (V, A(V'), A%(V)) ist eine Basis von Q**! und

_ 00 32
BaAB =11 0 24
01 2

Nicht immer ist die Bestimmung des Minimalpolynoms so schmerzfrei wie bei den obi-
gen Beispielen. Wir geben daher einen Algorithmus an, der die Bestimmung des Mini-
malpolynoms eines Endomorphismus « auf die (leichtere) Bestimmung hinreichend vieler
Minimalpolynome von Vektoren von V reduziert:

Bemerkung 5.2.8. Sei V endlich erzeugter K-Vektorraum, oo € End(V) und 0 # V € V.
Dann gibt es ein kleinstes £ < Dim(V), so dass

(V,a(V),a®(V),...,a*(V)) e V!
linear abhéngig ist und eine eindeutige lineare Abhingigkeit (ag, ay, . .., ax_1,1) € K* 'mit
aV +ara(V) + -+ + ap_ 10" V) + (V) = 0.

Dann heifst
Ma,V(IL") =ag+a1x+---+ akz—lxk_l + $k

das Minimalpolynom des Vektors V beziiglich a. Der k-dimensionale Teilraum
W= Kla]V == {p(e)(V) | p € K[z]} = (V,a(V), 0*(V),...,a" "} (V))

ist invariant unter o, d.h. (W) C W und p, v () ist das Minimalpolynom der Einschran-
kung
BW—->W: W= a(W).

Mit Lemma 5.2.5 gilt p1,, v (2) teilt pq (2).

Ende
Vorl. 21
21.12
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Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 5.2.9. Sei p = 2% + ag_12%! + ... + ap € K[z] normiert vom Grad d. Die
Multiplikation mit = induziert eine lineare Abbildung m, auf K[z|/pK|[z|, die beziiglich
der Basis

B=(1,7z7%...,77") € (K[z]/pK[z])? mit7 =z + pK]7]

die Matrix
0 0 0 0 0 —ag
1 00 00 —a
010 0 0 —a
BB = My=| 0 0 1 .. 00 —a | fix
0 00 ... 10 —ago
0O 00 ... 01 —ag

hat. Diese Matrix heifst die Begleitmatrix von p. Nach Bemerkung 5.2.8 gilt

K, = D-

Algorithmus 5.2.10.
Gegeben: o € End(V), V endlich erzeugter K-Vektorraum.
Gesucht: Das Minimalpolynom ().
Algorithmus:
(1) Setze W = {0} <Vund pp =1 € K[x].
(2) Falls W =V gebe p,(x) = p(x) zurtick.

)
)
(3) Wahle V' € V \ W und bestimme das Minimalpolynom i, (z) von « beztiglich V.

)

(4) Ersetze @) @)
_ P\T ) oo, v \ T
,u(x) durch kgV(u(x),uay(a:)) - ggT(N(I)aﬂa,V(x))
und
14% durch W+ K[a]V .= (W, K[a]V).
Springe zu Schritt (2).

Beweis. Der Algorithmus terminiert nach spatestens Dim()) Schritten. Wir zeigen durch In-
duktion nach der Anzahl der Schritte, dass W in jedem Schritt invariant unter o und y(z)
das Minimalpolynom der Einschrankung von « auf W ist. Der Induktionsanfang ist gerade
Bemerkung 5.2.8.

Induktionsannahme: Fiir das letzte W gilt: WV ist invariant unter o und p(x) ist das Mini-
malpolynom der Einschrankung von « auf W.

Induktionsschritt: Sei nun V' € V \ W. Da W und K|a|V invariant unter « sind, gilt dies
auch fiir das Erzeugnis W =W + K[a]V. Da ji(z) := kgV(1u(2), jta.v (z)) sowohl Vielfaches
von p(x) als auch von p, v () ist, gilt fi(a)(U) = 0 sowohl fiir alle U € W als auch fiir
alle U € K[|V, somit auch fiir alle U in dem Erzeugnis der beiden. Ein Polynom r(z) mit
r(a)W + K[a]V) = {0} muss sowohl ein Vielfaches von y(z) als auch von i, v (z) sein,
also ein Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfaches ji(z). Somit ist zi(z) das Minimal-

polynom der Einschrankung von o« auf w. O

Ubung 5.2.2. Zeigen Sie, dass Grad (i, (z)) < Dim(V).
Hinweis: Benutze die Beweisidee des Algorithmus. Das Minimalpolynom der Einschrén-
kung von a auf W N K[a]V teilt pu(x) und p, v ().
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Man beachte, dass der Algorithmus, wenn er nicht schon nach einem Schritt terminiert, wie
im Beispiel 5.2.7 der Fall war, dann eine Faktorisierung des Minimalpolynoms gleichzeitig
mitliefert. Dies wird sich als vorteilhaft erweisen.

5.3 Eigenvektoren und Diagonalisierbarkeit

Lernziel: Eigenwerte und Eigenvektoren, Beispiele von Eigenvektorbasen, diagonalisierba-
re Matrizen.

Definition 5.3.1. Sei a: V — V ein Endomorphismus des K-Vektorraumes V.
(1) Ein a € K heifst Eigenwert von «, falls ein Vektor V' € V existiert mit
a(V)=aV und V # 0.

In diesem Fall heifit V Eigenvektor' von a zum Eigenwert a. Allgemeiner heifit fiir
b € K der Teilraum
E,(b) = E(b) := Kern(a — bidy) <V

der Eigenraum von « zu b. Eine Zahl a € K ist also genau dann Eigenwert von «,
wenn E,(A) # {0}, also genau dann, wenn es einen Eigenvektor von « zu « gibt.

(2) Ist E eine Basis von V bestehend aus Eigenvektoren von «, so heifst £/ eine Eigenvek-
torbasis von V beziiglich o.

(3) Wir nennen o diagonalisierbar, falls eine Eigenvektorbasis fiir « existiert.
(4) Vermoge des K-Algebrenisomorphismus
T K™ 5 End(K™1), A A

lassen sich die Begriffe auf quadratische Matrizen tibertragen: Fiir A € K™ " heifst
ein Vektor X € K"*!'\ {0} Eigenvektor von A zu a € K, falls AX = aX gilt und
E.(A) ={X € K™! | AX = aX} der Eigenraum von A zu q, etc.

Ubung 5.3.1. Sei A € K™*". Zeigen Sie:
(1) Fiir g € GL,,(K) ist g~ ' Ag genau dann eine Diagonalmatrix, wenn die Spalten von g

eine Eigenvektorbasis von A bilden.

(2) Der Endomorphismus A (bzw. die Matrix A) ist genau dann diagonalisierbar, wenn
eine Matrix g € GL,(K) existiert mit g~' Ag eine Diagonalmatrix.

Beispiel 5.3.2. Seien si,...,s4 € K genau d verschiedene Elemente von K und p :=
(x — 1)+ (v — sq) € K[z]. Dann ist
(¢1,-..,qq) mitq; :=p/(x — s;) € K|x]
eine Basis von K|[7]graq<qg und somit E := (q1,...,q) € (K[z]/pK[z])? eine Basis von

Klz]/pK|x]. Wegen (z — s;)¢; = p sieht man sofort 7 - ; = s;¢;, d.h. die Matrix von m,
beziiglich der Basis E hat Diagonalgestalt:

st 0 O 0 O 0

0 s O 0 O 0
Emf = Diag(s1,...,8q) := P :

0O 0 0O .0 s4-1 O

0O 0 O .0 0 sy

'Der Nullvektor erfiillt die erste Bedingung fiir alle a € K, darum miissen wir ihn explizit ausschliefen.
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Jedes @; ist also Eigenvektor von m, zum Eigenwert s;.

Satz 5.3.3. Sei o : V — V Endomorphismus des endlich erzeugten K-Vektorraumes V. Genau
dann ist a € K Eigenwert von o, wenn a Wurzel des Minimalpolynoms ist (d.h. p,(a) = 0).

Beweis. Sei a Eigenwert von o, d.h. E,(a) = Kern(a — aidy) # {0}. Dann induziert o auf
E,(a) die lineare Abbildung = Multiplikation mit a. Diese hat « — a als Minimalpolynom.
Wegen Lemma 5.2.5 ist also a Wurzel von /i, ().
Sei umgekehrt a € K Wurzel von (), also p.(x) = (v — a)q fiir ein ¢ € K[z]. Ange-
nommen F,(a) = {0}. Dann ist der Kern von o — aidy gleich 0, also a — aidy bijektiv.
Insbesondere

fa(a) = 0 genau dann, wenn ¢(«) = 0,

was der Definition von p,(z) als Minimalpolynom widerspricht. [

Beispiel 5.3.4. Sei V ein 2-dimensionaler Q-Vektorraum mit Basis B € V? und Endo-
morphismus « € End(V), so dass
B B __ 0 1
oo (01

Man sieht sofort, dass p,(z) = 22—1 das Minimalpolynom ist, also 1 und —1 die Eigenwerte
sind. Die Koordinatenspalten V' der Eigenvektoren zum Eigenwert 1 bzw. —1 bekommen
wir durch Losen des linearen Gleichungssystems

(Paf — L)X =0bzw. (Pa® + L)X =0

und erhalten

Ea(l):{V|BV:<Z),a€Q}

und

Eo(—-1)={V |8V = ( _Z),ae@}.

Also die Koordinatendarstellung einer moglichen Eigenvektorbasis E bzgl. B ist gegeben
durch die Spalten der Matrix
. 1 1
Yidy = ( 1 -1 )

wobei man aber auch jede Spalte durch ein Vielfaches # 0 ersetzen kann. Jedenfalls liefert
diese oder eine in dieser Weise modifizierte Eigenvektorbasis die Matrix

“ _<0 -1

fiir @, und zwar ohne jede weitere Rechnung. Insbesondere braucht die Inverse 7 id,’ =

: ( } _1 ) von P id,}” nicht berechnet zu werden.
Beispiel 5.3.5 (Projektionen). Eine Projektion ist eine Abbildung 7 € End(V) mit 7% =
7. Sieht man von den Grenzfillen 7 = idy, und # = 0y ab, so heif3t dies, dass 2> — z =
z(x — 1) das Minimalpolynom von = ist. Somit sind 0 und 1 die Eigenwerte von 7 und aus
idy = 7 + (idy —n) folgt, dass
V=FE.(1)® E.(0)
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gilt mit

E.(0) := Kern(m) = Bild(idy —),
E.(1) := Kern(m — idy) = Bild(n).

Z.B. sieht man die letzte Gleichheit so: (7 —idy) om = 0 besagt, dass Bild(7) < Kern(m —idy).
Umgekehrt ist X € Kern(r —idy) <= 7(X) - X =0 <= X =n(X), also X € Bild(n).
Die Trivialitdt des Durchschnittes E,(0) N E;(1) folgt daraus, dass kein Vektor (ungleich
Null) Eigenvektor zu zwei verschiedenen Eigenwerten sein kann.
Insbesondere hat man eine Eigenvektorbasis F fiir 7 mit “7¥ = Diag(1,...,1,0,...,0).
Dim E(1) Dim E(0)

Lemma 5.3.6. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und a € End(V). Sei 7 € End(V)
eine mit « vertauschbare Projektion, d.h. 7 = 7 und o o m = 7 o a. Dann sind Kern(rw) und
Bild(7) = Kern(m — idy,) beides a-invariante Teilridume von V und V = Kern(r) &; Bild().

Beweis. Ubung. O

Ubung 5.3.2. Seien V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, a € End(V)und V = 7, &, T;
eine a-invariante direkte Summenzerlegung mit o; = «a;; : 7; — 7. Dann ist p, =
kgV (ftay s ftasy ). Vergleiche diese Aussage mit Lemma 5.2.5. Formuliere analog zu Bemer-
kung 5.2.6 die ,Matrixversion” dieser Aussage aus.

Bemerkung 5.3.7. Sei V ein endlich erzeugter K -Vektorraum und a € End(V).

(1) SeiV € V\ {0} und v das Minimalpolynom von Grad d von « beziiglich V. Ferner
sei B die Ergédnzung von (V,a(V),...,a% }(V)) zu einer Basis von V. Dann gilt:

M *
B B __ Mo,V
a—( : )

(2) Ist ptq = o,y fiir eine V € V, so gibt es eine Basis B von V mit

B B _ (M, *
o (M)

(3) Wir werden spéter einsehen, dass ein solches V' immer existiert.

Satz 5.3.8. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und o € End(V) mit Minimalpolynom
pa(z) € K[z].

(1) Ist pio(x) = p1(z)p2(x) mit p1,ps € K|z| teilerfremd von positiven Graden und normiert,
d.h. ggT(p1,p2) = 1, dann gibt es eine mit « vertrigliche (sprich a-invariante) direkte Sum-
menzerlequngV = T, & Ty, sodass «; = T, — T; : T — «(T") Minimalpolynom p; fiiri = 1,2
hat. Insbesondere hat Ba® Blockdiagonalgestalt fiir angepafite Basen B von V.

(2) Ist po(x) = [[, p;s mit p; € Klx] paarweise teilerfremd und normiert, dann gibt es eine
mit « vertrigliche direkte Summenzerlegung V = @?:1 Ti, sodass o; == oy, + Ty = T;
Minimalpolynom p; hat.

Bemerkung 5.3.9. V = @, 7; bedeutet, dass sich jedes X € V eindeutig schreiben 148t
als X = 3¢ | X, mit X; € T;. Aus einer Ubungaufgabe wissen wir, dass folgende Aussagen
dquivalent sind:

V=@ T
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(2) Sind B; Basen von 7; (i = 1,...,d), so ist B = UL, B; eine Basis von V (eine solche
Basis heifst eine an die Zerlegung angepasste Basis).

GV V=(T1Ts....T) =Ti+To+ ...+ Ta = 3% T; (d.h. der Vektorraum V wird also
erzeugt von den 7;’s) und fiir jedes j € {1,...,d} gilt 7, N (Zi# T:;) = {0}.

Beweis von Satz 5.3.8. Wir iibertragen eine Polynomrechnung in eine Rechnung mit Endo-
morphismen vermoge des Einsetzhomomorphismus K[z] — End(V) : p(z) — p(«), wel-
cher nach dem Homomorphiesatz einen Monomorphismus K [x]/p.K[z] — End(V) indu-
ziert.

(1) Wegen der Teilerfremdheit liefert der EUKLIDische Algorithmus Polynome ¢, ¢, €
Klz] mit 1 = qip1 + gap. Setze my := (g2p2)(@0) = g2(a) 0 p2(e) und 73 := g1 () o ().
Dann gilt fiiri = 1, 2:

(@) T + 72 = idy, denn 1 = q1p1 + gap2.
(b) m; o @ = « o m;, denn ¢;p;x = xq;p;; insbesondere sind Kern(m;) = Bild(ms) und
Kern(my) = Bild(;) beides a-invariante Teilraume.
(c) m o g = my 0 = 0, da p1(a)p2(«) ein Faktor von beiden ist.
(d) 72 = 7;, denn
mom =mo(l—m)=m —m om =m.

Also ist m; eine mit o vertauschbare Projektion und man erhélt mit Lemma 5.3.6 die
a-invariante direkte Summenzerlegung

V = Bild(m) @; Bild(m) = 71 & T

wobei T; := m;(V). Wegen 7, = Kern(my) und 7, = Kern(m) folgt (leichte Ubung),
dass p; das Minimalpolynom von «; := ay7; : 7; — T; ist.

(2) Aus (1) durch Iteration. O
110
Beispiel 5.3.10. SeiA= | 0 1 1 | € F3**. Dann ist
1 01

(E17 AEl, AzEl, AgEl) -

o O =
_ o
O =
[ )

alsopiap, =2*+ a2t +x=_x -(®+x+1)=pa,
N ———

P P2

geT(z, 2> +o+1)=1=(z+1)-z+1-(2*+x+1).

Alsoistm = A2+ A+1und my = A*+ A = [ — ;. Beziiglich geeigneter Basen von Bild ()
und Kern(7;) hat A die Gestalt

. . 01
Ding(My. Merser) = Diag (0. ( 1))

Dies gilt da Dim Bild(m;) = Grad p; und Dim Bild(7;) = Grad p, ist (vgl. Bemerkung 5.3.7).
Es ist Bild(7;) = Kern(m,) eindimensional, Bild(m) = (E; + AE;, + A’E; = (1,1,1)").
Eine geeignete Basis von Bild(m;) erhdlt man als (A%*F; + AE;, = (0,1,1)", A(A%E, + AE;) =
1 01
ﬁa+ﬁm:@awﬁmmwﬂ@:mm@(?})mw: 110 ¢
1 11

GL3(IF2). Wieso gilt Bild(m,) = Bild(A)?
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Beispiel 5.3.11. Sei V ein 6-dimensionaler Fy-Vektorraum mit Basis B und a € End(V)

mit
11 - -
111 - -1
5 B 1 - 1111
@ = 11 -1 -
1 -1 -1
11 - -1

Wenn wir a und seine Potenzen auf B; anwenden, sind die Koordinatenspalten der resul-
tierenden Vektoren die Spalten der folgenden Matrix:

1 -1 - -1
1 -
1 11
- - 11
1 - 11
1

Die ersten 5 Spalten sind noch linear unabhéngig, die letzte ist abhdngig von den ersten
5 und wir erhalten 5, =1+ x* + 2% als Teiler des Minimalpolynoms .. Das Polynom
1 + 2* + 2° hat keine Wurzeln in F,, aber 1 + x + 22 als irreduziblen Teiler, so dass wir

1+at+2°=(1+2+2)(1+z+ 2%

bekommen. Wenn wir geeignete Basen gefunden haben, so dass die Matrix von « Block-

diagonalgestalt hat, wird p; := 1 + 2 + 2* den Diagonalblock M, = < (1) 1 ) beitragen
0 01

und py = 1 + z + 2* den Diagonalblock M, = | 1 0 1 |.Es kann hochstens noch ein
010

Diagonalblock vom Grad 1 dazukommen. Wenn wir Spuren vergleichen, kommen wir zu
dem Schluss, dass es (0) sein muss. Insbesondere sollte 0 Eigenwert sein. Man tiberzeugt
sich davon, dass (1 + = + 22)(1 + x + 2*) nach Ubung 5.3.2 das Minimalpolynom von « ist
und weif3, dass es eine Basis C' gibt mit

01 00 1
CaC:Diag((O),<1 1), 10 1))
010

Wie bestimmt man nun ? id,{'? Der Weg, die Projektionen in die Komponenten mit Hilfe des
EUKLIDischen Algorithmus auszurechnen, ist langwierig, weil man ja die Matrix einsetzen
muss, aber moglich:

l=0+2)r+ (1 +z+2?)

wird mit 1 + x + z* multipliziert und in
l=ax(l+x+2°)+ (1 +2)(1+z+ 2
eingesetzt ergibt
l=ax(l+a+2*)+ (1 +2)r(1+ax+2°)+ (1 +2)1+2+2°) (1 + 2+ 2%)

Statt nun « in jeden der drei Summanden einzusetzen, um die Projektionen zu bekommen
kann man sich damit begniigen, nur jeweils einen Vektor in Bild(a o (1 + o+ o?)), Bild(a o
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(1+a+a?)),Bild((1+a+a?)o(1+a+a?)) zu bestimmen. Dies bekommt man mit einer sehr
schmerzfreien Rechnung, weil die o’(B;) schon bekannt sind. In den ersten beiden Fllen
bekommt man die Vektoren mit den Komponenten

1 1
1 1
1 )
. bzw. 1
1
1

jedoch beim dritten Fall leider Null. Also muss man einen anderen Vektor als B, iterieren.
Im vorliegenden Fall kann man sich auch noch anders helfen: Man berechnet Kern(a) =
E,(0). Mit diesen Vektoren erhalten wir nach Umstellung der Komponenten entsprechend
unserer angestrebten Blockdiagonalmatrix fiir o:

1 o111

111 -1 :

1] - 1 -1
B:1C __

idy =1 117 1]. 1

111 1 1

Man wiirde jetzt nicht auf die Idee kommen, nach der Formel “a¢ = (% id$)'2a?F id§
nachzurechnen, ob wirklich die gewiinschte Blockdiagonalmatrix herauskommt, sondern
nur tiberpriifen, wie sich die Bilder der Spalten unmittelbar vor dem | jeweils aus den vor-

ausgehenden Spalten (eine, zwei oder drei) linearkombinieren.

- 1 -1 111 -
1 - 1 -1 1 -1
1 I 1 11
1 11 -1 1
1 1

11 1 11

Folgerung 5.3.12. Sei V endlich erzeugter K-Vektorraum und o € End(V) mit Minimalpo-
lynom vom Grad d. Genau dann existiert eine Eigenvektorbasis fiir o, wenn p,(x) genau d ver-
schiedene Wurzeln si, ..., sq in K hat. (Also po(x) = [I,(z — s;) fiir paarweise verschiedene
s; € K.)

Beweis. Sei I/ eine Eigenvektorbasis. Aus der Matrix
Eq¥ = Diag(ay, ..., a,)

lesen wir sofort das Minimalpolynom als [[_, (z—s;) ab, wo s; die verschiedenen Eigenwerte
a; durchlauft.

Sei umgekehrt i, (z) = [[_,(z — s;) mit s; € K paarweise verschieden. Wir wenden Satz
5.3.8 mit den teilerfremden Polynomen p; := = — s; (¢ = 1,...,d) an und erhalten eine
Zerlegung V = @?:1 7; von V in a-invariante Teilrdume 7; mit oy7; = s;ids. Es ist also
T; = E.(s;). Eine Eigenvektorbasis von V erhidlt man durch Zusammenfiigen beliebiger
Basen der Teilraume 7. O

Beispiel 5.3.13. Seien ay,...,a, € K paarweise verschiedenund A € K™ mit A4, = q;
und A4; ; = 0fiiri > j,1 <i,j < n (also eine obere Dreiecksmatrix). Dannist 14 = [}, (z —
a;) (etwa mit Bemerkung 5.2.6) und A ist diagonalisierbar also dhnlich zu Diag(ay, ..., a,).
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5.4 Determinanten

5.4.a Unsere Wunschliste

Lernziel: Definition und Beispiele von Multilinearformen, Determinante, Berechnungsver-
fahren und Anwendungen

Wir wollen in diesem Abschnitt Determinanten einfiihren. Sie sind wichtige Werkzeuge
der Theorie und haben viele Anwendungen auch aufierhalb der linearen Algebra.

Definition 5.4.1. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und B € V" eine Basis von
V. Die (beztiglich B normierte) Determinante von V ist eine Abbildung

detB Y= K (%,,Vn) »—>detB(V1,...,Vn)
mit folgenden drei Eigenschaften:
(1) detp ist multilinear, d. h.

detB(Xl, c ,X,-_l,aXi + bX@‘/aXi-i-la C ,Xn)
adetB(Xl, c. ,Xi717Xi7Xi+1’ e 7Xn)+
bdetB<X1, . 7Xi717X7,{7X’£+17 . 7Xn)

furalle X e V", i e n, X € Vund a,b € K.

(2) detp ist alternierend, d.h. detp(X) = 0 fiir alle X € V", fir die ¢, j € n,i # j existieren
mit? X; = X;.

(3) det ist normiert, d.h. detg(B) = 1.

Zusammenfassend ist die (beziiglich B normierte) Determinante eine alternierende Multi-
linearform mit detg(B) = 1.

Beispiel 5.4.2.
(1) Far ¥V = K mit Basis B = (1) ist det = idg.
(2) Fiir V = K**! mit der Standardbasis E = (e, ¢5) als Basis B ist

detE(< Z),(fl)):ad—bc.

Wir haben jetzt zwei Aufgaben: Nachweis der Eindeutigkeit und Nachweis der Exi-
stenz. Zum Nachweis der Eindeutigkeit, der gleichzeitig eine Idee vermittelt, wie man eine
Determinante ausrechnet, brauchen wir etwas Vorbereitung aus der Gruppentheorie.

5.4.b Exkurs in die Gruppentheorie der symmetrischen Gruppe
Definition 5.4.3.

(1) Eine Permutation der Menge M ist ein Element der symmetrischen Gruppe S),. Fiir
a,b € M,a # bbezeichnet 7, die Permutation

m, m # a,b
Tap M — M, m— < a, m=D>b
b, m=a

Permutationen der Form 7, , heiflen Transpositionen.

2also nicht injektive X € V™.
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(2) Furm € Sy seia(m) == [{(i,j) enxn|i<jn(i)>n(j)} und
sign(m) = (—1)“(”)
heifit das Signum von 7.
Lemma 5.4.4.
(1) Fiirm € S, gilt

. 7 U) —7()
sign(m) = H i
1<)
und
sign : S, — {1, —1}, m — sign(m)
ist ein Homomorphismus mit sign(7,,) = —1 fiir alle a,b € n,a # b.

(2) Jede Permutation = € S,, kann als Produkt (= Komposition) von Transpositionen geschrieben
werden.

Beweis.

(1) Jeder Faktor von [[;_;(j—%) tauchtbis aufs Vorzeichen auch als Faktor von [ [, _, (7 (j)—
7(7)) auf und umgekehrt, wobei genau a(7) Vorzeichenwechsel auftreten. Damit folgt
der erste Teil der Behauptung.

Seien nun 7,0 € S,,. Dann gilt

sign(mroo) = 1. m(0(j))=m(o(i))

J ]
m(o()=m(o () o(j)—0o(i)
Hi<j o(j)—o(i) j—i

_ m(f)=m(i) a(j)=o(?)
= 1L, =" 1L, 7=
= sign(m) sign(o).

(2) Induktion iiber n: Fiir n = 1 ist alles richtig, da die Identitét ein leeres Produkt von
Transpositionen ist. Angenommen die Behauptung gilt fiir alle 7 € S,,.
Sei nun 7 € S,,41. Falls 7(n + 1) = n + 1, folgt die Behauptung wegen der Indukti-
onsannahme. Falls 7(n + 1) =i # n + 1, dann gilt (7,41 o 7)(n + 1) = n + 1 und wir
konnen die Induktionsannahme auf 7;,,; o 7 anwenden und die Behauptung folgt
wegen 77, ., = idy. O

Ende Offensichtlich hat .S, nur endlich viele Elemente. Die erste Frage, die man stellt, wenn
Vorl. 24 man es mit einer endlichen Gruppe G zu tun hat, ist die nach der Ordnung |G| der Gruppe,
16.01  also nach der Anzahl der Elemente von G.

Bemerkung 5.4.5.
|Sy| = n!

Beweis. Volkstiimlich formuliert man den Beweis so: Sei 7 € S,,. Fiir 7(1) hat man n Mog-
lichkeiten. Nachdem 7 (1) festgelegt ist, hat man fiir 7(2) nur noch n — 1 Moglichkeiten, also
fur (7(1), 7(2)) insgesamt n(n — 1) Moglichkeiten, etc..
Hier ist ein anderer Beweis, der sich auf andere Situationen besser iibertragen lasst. Wir
fangen bei m(n) statt bei 7(1) an:
Betrachte die Abbildung
A: S, —n, m— 7m(n).

Diese Abbildung ist surjektiv. Wenn wir noch zeigen, dass jede Faser |S,_;| Elemente hat,
dann folgt die Behauptung durch Induktion, denn offensichtlich ist |.5;| = 1.
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Die Faser A™! ({n}) steht in offensichtlicher Bijektion mit S,,_1, kurz A~ ({n}) = S,_1. Wei-
ter ist klar: 7, , A~ ({i}) = {minoo | o0 € A'({i})} = A ({n}) = S,_1, oder dquivalent
“1{i}) = 1inSn_1 :={Tinom| 7 € S,_1}. Genauer:
Sy = AT{i}), = Tiaom
ist eine Bijektion, da 7;,, als Element der Gruppe S,, invertierbar ist. Damit folgt die Be-
hauptung. O

Ubung 5.4.1. Sei V ein Vektorraum der Dimension n iiber einem Korper K von q < co
Elementen. Zeige:

|GLW)| = (¢" = 1)(¢" —q) - (¢" —¢"7").

n
Sn = U Ti,nSn—l
i=1

Folgerung 5.4.6.

wobei 7; ,Syp—1 N TjnSp—1 = 0 filr i # j.

Spéter werden wir lernen, dass S,_; eine Untergruppe von S, ist und die 7;,,5,_1 Rest-
klassen nach dieser Untergruppe sind. Wir haben jetzt aber geniigend Hilfsmittel aus der
Gruppentheorie, um mit der Determinante fortfahren zu konnen.

5.4.c Eindeutigkeit und Existenz der Determinante

Wir konnen jetzt erste Eigenschaften der Determinante beweisen, die zu einem Eindeutig-
keitsbeweis fiihren.

Lemma 5.4.7. Ist X € V" und 7 € S,,, so gilt
detp(X o) = detp(X) sign(r).
Beweis. Fur m € S, sei
((m) := min{k | Es existieren Transpositionen 7y,...,7, € S, mitm =7 0...074}.
Wir fithren den Beweis durch Induktion tiber die Lange /(7). Die Behauptung ist klar, falls
((m) = 0,also 7 = id. Im Falle ¢(7) = 1 ist 7 Transposition, sagen wir 7 = 7; ;. Setze

X:ﬂﬁv:kH{Xi‘FXj l{ie{i>j}

Dann ist
0 = detg(X)
=detp(...,. X;+ X,,.... Xi+ X;,..)
=detp(..., X;, ..., X, ..) +detp(..., X, .., X, )
+detp(..., X, ..., X ...)+detp(..., X, ..., X, 1))
=04 0+ detg(X) + detg(X o)
und die Behauptung folgt fiir ¢(7) =
Angenommen, die Behauptung gilt fiir alle X € V" und {(7) = k. Sei nun 7 € S, mit
((mr)=k+1,alsom =7on mit /(1) = 1,¢(n") = k. Dann gilt

detg(X om) = detp((X o7)o7)
= detg(X o7)sign(n’)
= detp(X)sign(7) sign(n’)
= detp(X) sign(m)
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Satz 5.4.8. Falls eine Determinante auf V mit Normierung beziiglich der Basis B € V" exi-
stiert, ist sie eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei X € V". Dann existiert eine eindeutige Matrix A € K"*" mit X = BA, ndmlich
A=(8Xy,...,BX,). Esgilt:

detp(X) = detp(d_;, Ain1Biys 522 AinBi,)
>, A detp(Bi, 3o, AiaBia, .- 22, AinnBi,)
Z’h,iz,...,in Ail,lAiQ,Q s Ain,n detB(Bil, Ce ,an)
> res, A1 Ar@.2 Axmyn detp(B o)
= Dres, Ar1Ar@)2 Ax(n)n detp(B) sign(r)
= D ores, Ar)1Ar@)2 * An(n)n sign(T)

Damit ist die Eindeutigkeit nachgewiesen. O

Der Beweis des Eindeutigkeitssatzes gibt uns auch einen Hinweis fiir den Existenzsatz.
Wir kénnen den Beweis ndmlich so lesen: Wenn es iiberhaupt eine (beziiglich der Basis B
normierte) Determinante gibt, dann ist sie durch

detp(X1,..., Xn) = D sign(m)(PX1)n) (P X2)n) -+ (P X))

ﬂ'ESn

gegeben.

Satz 5.4.9. Die beziiglich der Basis B € V" normierte Determinante auf V existiert.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die durch die obige Formel definierte Funktion detp auf
V" die drei definierenden Eigenschaften der Determinante hat. Sofort klar sind die Multili-
nearitit und die Normierungsbedingung, denn B eingesetzt liefert genau einen Summan-
den 1 und alle anderen Summanden gleich 0. Behauptung: detp ist alternierend. Sei also
X € V" mit X; = X, fiir ein Paar i,j € n,i # j. Wir miissen zeigen, dass detz(X) = 0 gilt.
In der Darstellung

detp(X) = Y sign(m)(PX1)ey -+ (P Xo)n(m)

vergleichen wir die beiden Summanden fiir 7 € S, und 7o 7, ; € 5,. Beachte, dass diese
beiden Permutationen verschieden sind, also wirklich zwei Summanden vorliegen. Beachte
weiter, dass X = X o 7; ; gilt, also

[ X0mw = [T X 0w = [T X0 rw, 01

k k !
Andererseits aber gilt sign(7) = —sign(m o 7; ;). Also heben sich die beiden Summanden
gegenseitig auf und die Gesamtsumme ist Null. O

Bemerkung 5.4.10. Sind B und B’ Basen von V, so gilt
detp = detp (B/)_l detp

Beweis. detp und detp sind beides alternierende Multilinearformen. Im Beweis der Ein-
deutigkeit haben wir die Normierung erst ganz am Ende benutzt. Daher sieht man, dass es
ein a € K gibt mit detp = adetp. Das a bestimmt aus

1 =detp/(B') = adetg(B’). O
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Satz 5.4.11.
(1) Seien X €¢ V", 1 < k <nund

X, itk
Xo+Z i=k

Y n—=V:i— {
fiirein Z € (Xq,..., Xk—1, Xit1, - - - Xp). Dann gilt detg(X) = detp(Y).
(2) X € V" ist genau dann linear abhingig, wenn detp(X) = 0 gilt.
Beweis.
(1) Sei Z = Xa =), a;X; mita € K™*!, a), = 0. Dann gilt
detp(Y) = detg X + Z#k a;0

wegen der Linearitét in der k-ten Komponente und weil detp alternierend ist.

(2) Ist X linear abhédngig, so folgt detp(X) = 0 aus (1). Ist X linear unabhingig, so ist X
eine Basis und nach Bemerkung 5.4.10 detz(X) # 0. O

5.4.d Die Determinante einer Matrix

Definition 5.4.12. Sei A € K™*", Dann setzt man
det(A) :=detg(A_1,...,A_,),

wobei die Determinante auf der rechten Seite die beziiglich der Standardbasis £ = (ey, .. ., €,)
normierte Determinante des K™*! ist.

Aus der oben entwickelten Formel fiir Determinanten erhalten wir die Leibniz Regel:

Bemerkung 5.4.13 (Leibniz Regel). Fiir A € K™ ist

det(A) = Z sign(7) HAw(i),i

TESH i=1

Beispiel 5.4.14.

° det((z Z)Zad—bc.

a; ag as
e det bl b2 b3 = a16203 —+ CLngCl + a3b102 — a1b302 — a2b1C3 — (lngCl.
Ci C2 C3
Hier sind wichtige Eigenschaften von Determinanten von Matrizen. Ende

Vorl. 25
4.15.
Satz 5.4.15 18.01

(1) Fiir A€ K™ gilt
det(A) = det(A™).

(2) Fiir A € K™ gilt
A invertierbar < det(A) # 0.

(3) Fiir Ay, Ay € K™ gilt
det(AlAg) = det(Al) det(AQ)
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(4) Fiir A € K™" und g € GL,(K) ist det(g*Ag) = det(A). Ahnliche Matrizen haben also
die gleiche Determinante.

(6) Sei o € End(V) ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen K Vektorraums. Ist B
eine Basis von V) so setzen wir

det(a) := det( Pa?), Spur(a) = Spur( Za?).

Beweis.

(1) Man hat
det(A) = Z sign(m) HAw(i),i

TESK

- Z sign(m) HAe,wfl(é)
/

TES

= Z sign(m) HAﬁrrfl(e),e
¢

TESH

= Z sign(7) HAZ(E),K
¢

TESy

= det(A"™).

(2) Es gilt: A ist invertierbar, genau dann wenn die Spalten von A eine Basis von K"*!
bilden. Daher folgt die Behauptung aus Satz 5.4.11.(2).

(3) Ist det(A;) = 0, so ist die Behauptung klar, da dann auch die Spalten von A; A, linear
abhéngig sind. Sei also det(A;) # 0. Dann ist neben detg auch

A (KN - K2 X s detp(A1X)

eine alternierende Multilinearform, und somit ein Vielfaches von detg. Durch Einset-
zen der Standardbasis erhélt man A(E) = detg(A;), also A = det(A;) detg .

(4) folgt aus (3), denn es ist det(g~!) = det(g) !, da det(I,) = 1.

(5) Die Definition von Determinante und Spur eines Endomorphismus ist unabhéangig
von der Basiswahl nach (4). O]

Folgerung 5.4.16. Bezeichnen wir die Einschrinkung der Determinante von K™*™ auf GL,,(K)
wieder mit det, so gilt:
det : GL,(K) - K* : A — det(A)

ist ein Gruppenhomomorphismus auf die multiplikative Gruppe des Korpers K. Der Kern dieses
Homomorphismus, also das volle Urbild der 1 wird mit SL(n, K') bezeichnet und heifit die spezielle
lineare Gruppe.

Bemerkung 5.4.17.

(1) Die Determinante von A dndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Spalte
(Satz 5.4.11.(1)) oder Zeile (Satz 5.4.15.(1)) zu einer anderen hinzuaddiert.

(2) Esgilt

det ) = aias...ay,
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(3) Die Determinante von A multipliziert sich mit (—1), wenn man zwei Spalten oder
Zeilen vertauscht.

(4) Entsteht A" aus A durch Multiplikation einer Spalte oder Zeile mit a € K, so ist
det(A’) = adet(A).

(5) Zur Berechnung der Determinante einer Matrix bringt man sie mit dem Gauf3-Algorith-
mus unter Beachtung von (1), (3) und (4) auf eine obere Dreiecksmatrix bringt und

dann (2) benutzt.
Beispiel 5.4.18.
1 2 3 1 2 3 1 2 3
det(| 4 5 6 |)=det(| 0 =3 =6 |)=det(| 0 0 3 |)=-3
1 36 0o 1 3 01 3

Ubung 5.4.2. Sei k +1=mn, A, € K" Ay € K A3 € K*F. Man zeige

det(( j; /(1]2 )) — det(A) det(As).

Satz 5.4.19. (LAPLACEscher Entwicklungssatz (Entwicklung nach einer Spalte)) Fiir A €
K™ g 4 e nsei AR ¢ K=10x(n=1) die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
k-ten Spalte entsteht. Dann gilt fiir k € {1,...,n}

det(A) =Y Air(—1)"" det(AHM)
=1
Beweis. Es ist
det(A) = detp(A_1,...,A_,) =Y Appdetp(A_y,... e, A_y),

=1

wobei die i-te Einheitsspalte E; gerade an der k-ten Stelle steht. Die Idee ist jetzt, durch
sukzessives Vertauschen von nebeneinanderliegenden Spalten und Zeilen die Matrix im

i-en Summanden auf Block-Dreiecksgestalt zu bringen. Um die k-te Spalte

1 *
0 Al
nach vorne zu bringen muss man k£ — 1 mal benachbarte Spalten vertauschen, also ist

detE<A_71, N IEEE ,A_m) = (—l)k_ldetE(ei, A_’l, . 7A_7n).

Um die i-te Zeile nach oben zu bringen muss man i —1 mal benachbarte Zeilen vertauschen,
also ist

—1)+(i— Lo i i
detE(A_J, N IR ,A_’n) = (-1)(k D+E-1) det(( 0 A(Z’k) )) = (—1)k+ det(A( ’k)).

Ubung 5.4.3. Man formuliere die Entwicklung der Determinante nach einer Zeile.

Beispiel 5.4.20. Sei

1 2 3 4
|02 3 4 Axd
A= 1 9 9 e Q™.

a 1 1 2
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Aufgabe: Berechne det(A).
1. Losung (sehr schlecht): Entwicklung nach der ersten Zeile:

2 3 4 0o 3 4
det(A) =1det | 2 -1 -2 | —2det| 1 -1 =2
1 1 2 a 1 2
0 2 4 02 3
+3det | 1 2 =2 | —4det| 1 2 -1 | =...
a 1 2 a 1 1

Etwas besser wire die Entwicklung nach der ersten Spalte (Vorzeichen + — +—).
2. Losung (mit Zeilen und Spaltenumformungen):

12 3 4 10 0 O
det(A) = det (1) g _:f _;1 = det (1) g _?1) _;L

a 1 1 2 a 1 1 2
2 3 4 0O 1 O

=det| 2 -1 -2 | =det| 2 -1 -2
11 2 11 2

_ 2 =2\ _ _

——det(l 2)— (2° +2) = —6.

Wie kann man {iibrigens sofort sehen, dass der Wert der Determinante unabhéngig von a
ist?

Der folgende Satz ist mehr von theoretischem als praktischem Interesse.

Satz 5.4.21. (CRAMERsche Regel) Ist A € K™ " von Hochstrang, also det(A) # 0, und b €
K™, dann ist die eindeutige Losung des Gleichungssystems AX = b, X e K™ gegeben
durch

ib
o deta)
’ det(A)
fiiri = 1,...,n, wobei A" dieselben Spalten wie A hat, aufler dass die i-te Spalte durch b ersetzt

ist.

Beweis. Dass die Gleichung eindeutig 16sbar ist, wissen wir bereits. Sei also X € K"*! die
eindeutige Losung. Dann haben wir b = ) X, A_ ;, also durch Einsetzen

det(A™) =0+ ...+ 0+ X; det(A) +0+ ... +0. O
Ende Als Folgerung aus der CRAMERschen Regel bekommt man eine Formel fiir die Inverse
Vorl. 26 einer Matrix, die aber nur von theoretischem Wert ist.

23.01
Folgerung 5.4.22. Sei A € GL,(K). Die Eintriige der Inversen A~" sind gegeben durch

(—1)" det(AUD)
det(A)

(A =

wo AUD g KW=bx(n=1) dyrch Streichen der j-ten Zeile und i-ten Spalte entsteht. Die Matrix
((=1)"*7 det(AU")), - heifit auch Matrix der Kofaktoren,
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Beweis. Die j-te Spalte (A™!)_ ; von A™! ist die Losung des Gleichungssystems AX = 1_;,
berechnet sich also nach der CRAMERschen Regel:

det(AH1-4)

(A0 = =)

Es bleibt zu zeigen, dass (—1)™7 det(AU?) = det(A"!-) gilt. Dies folgt einfach durch Ent-
wickelung von det(A*'-7) nach der i-ten Spalte. O

5.5 Das charakteristische Polynom
5.5.a Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus
Definition 5.5.1.
(1) Sei A € K™*". Das charakteristische Polynom von A ist y 4(z) = det(zI, — A) € K|z].
(2) SeiV ein endlich erzeugter K-Vektorraum und o € End(V). Dann heifst
Xao(z) := det(z1, — PaP)
das charakteristische Polynom von «, wobei B € V" eine Basis von V ist.

Lemma 5.5.2. Das charakteristische Polynom x,(x) ist wohldefiniert und hiingt insbesondere
nicht von der Wahl der Basis B ab.

Beweis. Man beachte zuerst, zI,, — Pa? € K(z)"*" und auf K(z)"*" haben wir eine Deter-
minante (sieche Ubung 2.4.5). Weiter ist das Ergebnis ein Polynom, also in K[z] nach der
Leibniz Regel fiir Determinanten. Schliefllich sei C' € V" eine weitere Basis von V. Dann
gilt mit T = Zid,S:

det(zI, — “a) = det(zI, — T~ (Ba®)T)

(
= det(T Y (xl, — Ba®)T)
= det(T) ' det(z1, — Pa?) det(T)
= det(zI, — BaP). O
Beispiel 5.5.3.
(1) Ist
aq * *
A= 0 a9 *
’ *
0 0 a,

soist ya = (z —ay)(z —ag)...(z — ay).

(2) Ist A = ( f(l)l 2 ) mit A;, A, quadratisch, so ist x4 = x4, X4,-
2

(3) Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.
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(4) Ist also A diagonalisierbar, so ist

X4 = H (ZL’ o CL)dimEA(a),
a€EW (A)

wo EW (A) die Menge der Eigenwerte von A bezeichnet.
ﬁbung 5.5.1. Ist A = al, + bJ, mit b £ 0 und

1 ... 1
Jo=1 1+ ..+ |eK™.
1 ... 1

Zeige: J, und somit A ist genau dann diagonalisierbar wenn nlx # 0. In diesem Fall ist
EW(A) = {a + nb,a} und die Dimension der Eigenrdume ist 1 bzw. n — 1. Also ist x4 =
(x —(a+nb)(x—a)" !, pa = (x — (a+nb))(z — a).

Hier sind die wichtigsten Eigenschaften des charakteristischen Polynom:s.

Satz 5.5.4. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und o € End(V). Dann gilt:

(1) xo(z) € Klx] ist normiert vom Grad n = Dim(V). Der Koeffizient von x" ' ist gleich
— Spur(«) und der Koeffizient von x° ist (—1)" det(«).

(2) a € K ist Eigenwert von o genau dann, wenn x,(a) = 0, d.h. falls a eine Wurzel von x,(z).
In anderen Worten, das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom haben dieselben
Nullstellen®.

(3) (HAMILTON-CAYLEY) xo () = 0, d.h. das Minimalpolynom teilt das charakteristische Po-
lynom: jio(2) ().

Beweis.

(1) Setze A := BaP und M := zI, — A und fiir jede Teilmenge 7' C n := {1,...,n} sei
Mr € K(z)™*™ gegeben durch die Spalten

= {0

Dann ist wegen der Multilinearitdt der Determinante und dem Laplaceschen Ent-
wicklungssatz
Xa(z) = det(M)
= ZTgﬂ det(Mr7)
= ZTgﬂ a7 det<_A|T><T)a

wobei det(—Ajpyr) fiir T = () als 1 zu interpretieren ist. Die erste Behauptung folgt
nun leicht.

(2) Kern(a — aidy) # {0} ist dquivalent mit det(a — aidy) = 0 und somit zu y,(a) = 0.

(3) Da xo(z) # 0,ist 2] — A € K(x)™™ invertierbar. Sei die Matrix der Kofaktoren* von
xl, — A gleich M € K(z)"*". Nach der Cramerschen Regel ist klar, dass die Eintrage
von M Polynome vom Grad < n — 1 sind, so dass wir schreiben konnen:

M=M® 4 aeM® 4 22M® 4 4 gty

3ZUNACHST NOCH IN K, DAHER IST HAMILTON-CAYLEY ist schirfer.
“Die Matrix der Kofaktoren von A € K™*" ist die nach der Cramerschen Regel eindeutig bestimmte
Matrix B mit (det A)I,, = AB.
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mit M@ € K™". Wir wissen wegen der Darstellung der Inversen nach der CRA-
MERschen Regel:

Xo(2)I, = (I, —A)M
= (¢l — A)MO + MO 4+ 22M® + . 4 gn M)
= —AMO + :E(M(O) — AM(U) + xQ(M(l) — AM(Z)) 4.

+2" (M2 — AM D) 4 g M (=D

Istnun x,(z) = ag + a1z + - - + ap_12" ' + 2", so bekommen wir durch Vergleich der
Matrixkoeffizienten der z* aus der letzten Formel

aol, = =AM a1, = M© — AMD

anflln = M(n72) — AM(nil)a In = M(nfl)_

Multiplizieren wir jedes a; [, mit A* und summieren auf, bekommen wir eine Telesko-
preihe, d.h. x,(A4) = 0. O

Folgerung 5.5.5. Ist p € K|x] normiert vom Grad n und A = M, die Begleitmatrix von p,
dann gilt x4 = pa = p. Allgemeiner gilt wegen i | xa, dass xa = pa, falls Grad(pa) = n.

Ende

Vorl. 27
5.5.b Die Zerlegung in Hauptraume 25.01

Die folgende Bemerkung ist blof§ eine Umformulierung von Satz 5.3.8.

Bemerkung 5.5.6 (Zerlegung in Hauptrdume). Sei V ein K-Vektorraum endlicher Di-
mension und a € End(V). Schreibe das Minimalpolynom p, = Hle p;" mit p; irreduzibel,
normiert und paarweise verschieden. Setzt man ¢; := [];_, p?”, soist ggT(q1,...,q) = 1.

Schreibt man
¢

1= ZaiQi € Klz,

=1

so sind die 7; = a;(«)¢; () mit o vertauschbare Projektionen, die folgendes erfiillen:
T OT; :(51‘]‘71'1‘, idyzﬂ'l—l—‘..—f-ﬂ'g.
Die Teilrdume

sind a-invariante Teilrdume von V, die wir auch Hauptriume nennen wollen, genauer, wir
nennen U{; den Hauptraum zum Faktor p;,. Es gilt

und fiir o; = ayy, ist e, = p;*': Das Minimalpolynom /i, von «; teilt sicherlich p;*, da
p;" (o), = 0. Andererseits teilt /., das Produkt 1., tta, und somit muss j,, = p™ gelten.
Dabher gilt (leichte Ubung)

U; = Kern(p;(a)™) = Bild(g;(v)).

Ist B; eine Basis von U; (1 < i < ¢),soist B := (B, ..., By) eine Basis von V und

: B
BaP = Diag(Praf?, ..., Ba)").
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Satz 5.5.7. Sei o € End(V) mit p, = p™ fiir ein irreduzibles normiertes Polynom p € K|x|.

Dann gibt es 1 < my, mao, ..., ms < m und eine Basis B von V, so dass
Mymi * . *
0 ... 0 Mum
Insbesondere gilt d := Grad(p) | Dim(V) =: nund xo = p° mit c := my +--- +my = 5 > m.

Schlieflich gilt fiir mindestens eini € {1,..., s}, dass m; = m ist.

Beweis. Eine solche Basis B erhilt man, indem man zunéchst ein 0 # X; € V wahlt. Die-
ses X; erzeugt einen a-invarianten Teilraum V; < V, V; = (X1, a(Xy),..., 2™ 1(X;)) der
Dimension dm; (Ubung: Warum ist die Dimension ein Vielfaches von d?). Auf dem Faktor-
raum V/V; induziert o einen Endomorphismus dessen Minimalpolynom ein Teiler von i,
ist. Dort wahlt man wieder ein 0 # X, + V), bildet den von X, + V), erzeugten a-invarianten
Teilraum der Dimension dms und setzt Vy = (o (X1), o' (Xs)|t € Ny), usw. Die Basis B ergibt
sich dann als

B = (X, a(Xy),...,a™™ (X)), Xy, (X5),..., 0" HX5),. .., a®™ (X)), O

Folgerung 5.5.8. Sei 1io(z) = [[;_, p" eine Zerlegqung des Minimalpolynoms in normierte,
irreduzible und paarweise verschiedene Polynome p;. Dann gilt x,(x) = Hle p; mit ¢; > m.
Weiter gilt fiir die Dimension des p;-Hauptraumes U; := Kern(p" («))

Dim(Y;) = Dim(Kern(p]" («))) = ¢; Grad(p;).

Insbesondere ist y . ¢; Grad(p;) = Dim V.

Ubung 5.5.2. Zeige Kern(p"(a)) = Kern(pf(a)) = Bild(g:(e)) = Bild(r;(a)) wobei
ri = [l p;’. Man hitte also die Zerlegung auch mit dem charakteristischen Polynom be-
kommen. Man z&hle die Vorteile des Minimalpolynoms auf und entscheide, ob diese durch

die explizite Formel fiir das charakteristische Polynom sowie durch die Dimensionsformel
fiir die Hauptraume aufgehoben werden.

Beispiel 5.5.9. Sei

111 - 1
-1 11
R 1 1 66
A= 1 .11 |€¢ FS
.11 1 .- -
1 - - .« .1

Die Vektoren FEy, AE;, A*E;, A*E,, A*F, bilden die Spalten der Matrix

1 11
1

—_ = .

—_ = .
—_ = = = =

1
Man liest ab pap, = 2* + 2> + 1 = (22 + z + 1)%. Der Raum V, := (Ey, AE,, A’E,, A3F))
ist 4-dimensional und enthélt nicht E,. Die Vektoren F,, AE, = (1,0,0,0,1,0)", A’E, =
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(1,0,1,1,0, 1) erfiillen Ey + AEy + A2Ey = (0,1,1,1,1,1) € V;. Setzt man also

1 111 - 1
1 1 1
-1
T .= 11 _
-1 1 1
1 1
so erhilt man
. 1 1
1 -
1 - 1 .
71 .
T AT = 1 1
1
1 1

Es gilt ua = p?, x4 = p® wobei p = 22 + z + 1 € Fy[z]. Was muss man machen um eine

Matrix T} zu finden mit 7} ' ATy = Diag(M,z, M,)?
Ende
Vorl. 28
30.01
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