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KAPITEL 1

Komplexe Zahlen

1.1. Der Korper der komplexen Zahlen

Wir fangen mit der {iblichen, aber zundchst unmotivierten Definition der komplexen
Zahlen an.

Definition 1.1.1. Der 2-dimensionale R-Vektorraum! R? zusammen mit den Verkniip-
fungen

(z1,01) + (22,92) := (21 + 22,51 + ¥2), (als Addition)
(z1,11) * (T2, y2) := (X122 — Y1Y2, T1Y2 + TaY1) (als Multiplikation)
ist ein Korper, der sogenannte Korper der komplexen Zahlen C.
e Elemente der Form (x,0) nennt man reell, und kiirzt sie mit x ab.
e Reelle Elemente bilden einen Unterkérper (2-Achse), den man mit R identifiziert.
e Das Element i := (0, 1) heifft imagindre Einheit. Es gilt i* = —1.
e Elemente der Form (0,y) = iy heifen rein imaginér (y-Achse).
e Wegen
(x,y) =z + 1y
nennt man z =: Re(z +1iy) den Realteil® und y =: Im(x +iy) den Imaginérteil®

der komplexen Zahl z = = 4 uy.
e Die R-lineare Abbildung

C—=C z=x+iy—zZ =2 —1y
nennt man die komplexe Konjugation und z die komplex-konjugierte zu z.

Geometrisch entspricht sie einer Spiegelung an der z-Achse entlang der y-Achse.
e Die nicht-negative Funktion

|- |:C > Rsg, z2=x+iy—|2z| =V2Z =a?+y?
nennt man die Betragsfunktion und |z| den Betrag von z.

Da in diesem Model C mit der reellen Ebene identifiziert wird, spricht man daher
manchmal von der GAUSSschen Zahlenebene. Auf dieser Ebene konnte GAUSS auf die
bislang so mysteriose imagindre Einheit ¢ mit dem Finger zeigen.

BEMERKUNG 1.1.2. Fiir alle z,w € C gilt

lgenauer, R1*2.
2auch z-Koordinate oder reelle Koordinate genannt
3auch y-Koordinate oder imaginare Koordinate genannt

1



2 1. KOMPLEXE ZAHLEN

(a) Rez = Z= und Im z = £

(b) Z4wW =2+ w und Z-w = Z-w (sprich die komplexe Konjugation ist ein Korper-
automorphismus von C).

(c)Z =2 <= zistreell <= Rez = 2z <= Imz = 0 (insbesondere ist
die komplexe Konjugation ein R-linearer Automorphismus, welches nicht C-linear
ist).

(d) Z = z (d.h. die komplexe Konjugation ist ein Automorphismus der Ordnung 2).

(e) Die Betragsfunktion stimmt mit der EUKLIDischen Norm auf R? iiberein. Insbe-
sondere gilt die A-Ungleichung |z + w| < |z| + |w].

(f) |z-w| = |z|- |w| (somit ist die Betragsfunktion eine BANACHnorm der R-BANACH-

algebra C).
(g) |Rez| < |z| und |Im z| < |z].
() [2* = 2Z und |2| = [7].

1 _ z—wy

(1) = t=1= Z = # (ausgeschrieben, (z +iy)~" = T = xgiyg — ixﬁyg).

z

Wir wollen so tun, als hétten wir die Kérper-Axiome von C klein-klein nachgewiesen.
Insbesondere ist C eine R-Algebra’. Eine motivierte Definition der komplexen Zahlen liefert
die Algebra: Man wiinscht sich einen Korper, in dem das univariate Polynom % + 1 € R[¢]
eine Wurzel hat. Der Weihnachtsmann heifft hier LEOPOLD KRONECKER. Seine Konstruk-
tion ist in folgender freiwilligen Ubungsaufgabe beschrieben.

Ubung 1.1.
(a) Der durch ¢ — i eindeutig definierte R-Algebrenhomomorphismus R[t] — C indu-
ziert einen R-Algebrenisomorphismus
R[t]/(#* +1) — C.
(b) Leite durch Rechnen im Restklassenring R[t]/{t* + 1) die Addition und Multipli-
kation komplexer Zahlen (Definition 1.1.1) her.
Hinweis zu (a): Bitte keine Algebrenhomomorphismus-Axiome nachweisen. Benutze nur,
daf C eine R-Algebra ist.

Die folgende freiwillige Ubungsaufgabe liefert ein weiteres algebraisches Model der kom-
plexen Zahlen, das uns bei der komplexen Differenzierbarkeit wieder begegnen wird.
Ubung 1.2. Bezeichne mit R?*? die R-Algebra der 2 x 2-Matrizen iiber R.
(a) Der durch ¢ — (9 ') eindeutig definierte R-Algebrenhomomorphismus R[] —
R2*2 induziert einen R-Algebrenmonomorphismus
R[t]/{t* + 1) — R¥*2

(b) Beschreibe das Bild als R-Unteralgebra von R?*2.
(c) Was besagt der obige Monomorphismus fiir das Produkt von zwei Matrizen aus
dem Bild?

4Erinnerung: Sei K ein Korper. Eine K-Algebra A ist ein Ring, der mit seiner Addition ein K-
Vektorraum ist, und dessen Multiplikation K-bilinear ist, d.h. r(ab) = (ra)b = a(rd) fir alle r € K
und a,b € A.



1.3. DIE EXPONENTIALFUNKTION 3

_ Definition 1.1.3. Fiir eine Funktion f : C — C definiere die Funktionen Re f, Im f,
f, bzw. |f| durch Komposition von f mit Re : C - R, Im : C - R, = : C — C, bzw.
| . ’ :C — Rzo.

1.2. C als metrischer Raum

Die obige Identifikation (C, |- |) = (R?,|| - ||2) erlaubt uns die aus den Grundlagen der
Mathematik bekannten topologischen Begriffe aus der 2-dimensionalen Analysis (wie etwa
Umgebung, offen, abgeschlossen, zusammenhéngend, Konvergenz von Folgen und Reihen,
absolute Konvergenz von Reihen, Umordnungssatz, Stetigkeit, stetige Fortsetzbarkeit, Fol-
genkriterium fiir Stetigkeit) auf C zu iibertragen (siche [Gat09, 1.6, 1.7(a), 2.1, 2.2, 2.3|).

Bei Kriterien und Sétzen, in die zusétzlich die multiplikative Struktur des Korpers
eingeht, wie etwa beim Quotienten- bzw. Wurzelkriterium, miifite man sie streng genommen
fiir C nochmal beweisen. Es stellt sich aber heraus, daf die Beweise aus der reellen Analysis
sich nahezu Wort fiir Wort iibertragen lassen. Damit wir das einmal sehen, behandeln wir
folgende Aufgabe in der Présenziibung.

Ubung 1.3. Formuliere und beweise

(a) den Produkt- und den Quotientensatz fiir komplexe Folgen.
(b) das Quotienten- und das Wurzelkriterium fiir komplexe Reihen.

Komplexwertige Funktionen konnen als Funktionen mit Werten in R? aufgefasst wer-
den. Es folgt sofort, daft eine komplexwertige Funktion stetig ist, wenn Ihr Real- und
Imaginarteil stetig sind. Daraus und aus der letzten Ubungsaufgabe sehen wir

Beispiel 1.2.1.

(a) Die komplexe Konjugation C — C, z — Z ist stetig.
(b) Rationale Funktionen in z und Z sind stetig.
(¢) Kompositionen komplexwertiger stetiger Funktionen sind stetig,.

1.3. Die Exponentialfunktion

Die Exponentialreihe

k=

o

konvergiert® fiir jedes z € C absolut. Das beweist man fiir z # 0 mit dem Quotientenkrite-
rium. Fiir z = 0 ist die Aussage trivial. Die Funktion

o _k

z

exp:C—>C,zn—>eZ::E o
k=0

Se* ist zunichst nur ein Symbol und keine Potenz.



4 1. KOMPLEXE ZAHLEN
nennt man die Exponentialfunktion. Sie ist stetig da sie auf jeder Kreisscheibe vom
Radius > 0 (ein festes solches r reicht, etwa r = 1)

B.(z) ={weC||w—z <r}

Grenzwert einer gleichmiifiig konvergenten Folge® stetiger Polynomfunktionen ist.
Eine definierende Eigenschaft der Exponentialfunktion ist ihre Funktionalgleichung

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Diese Gleichung wurde in der Grundlagenvorlesung mit Hilfe des CAUCHYschen Produkt-
satzes fiir absolut konvergente Reihen bewiesen.

Lemma 1.3.1. Fliir eine komplexe Funktionen, die durch eine Potenzreihe mit reellen
Koeffizienten f(z) = Y72, axz® definiert wird, gilt

f(z)=f()
BEWEIS.
- n n n
TN 1 & 1.2.1.(a) .. & 1.1.2.(b) ;. i 112.(c) .. k=
FG) = Jim > awst "=l B aest Tl @t St )it = £(2)
Ul
Korollar 1.3.2.
(a) € = €* fiir alle z € C.
(b) €| =1 fiir alle ¢ € R.
BEWEIS. (a) ist ein Spezialfall des Lemmas.
(b) folgt wegen €% = e = 7 aus |e™|? = e¥eiv = e = eI = 0 = 1. O

1.4. Polardarstellung und die geometrische Interpretation der Multiplikation

In der Grundlagenvorlesung definierte man fiir ein reelles ¢

4 el 4 e~
cosp := Ree'” = —
) W _ ,—ip
sin @ := Ime“":i. 1
21
Somit gilt die (spezielle) EULERsche Formel
e =cosp+ising fir ¢ € R. e’

Wir interpretierten daher die reelle Zahl ¢ als der zwischen den
Zahlenvektoren 1 und e’ in der komplexen Zahlenebene eingeschlossene Winkel.

6Dies beschreibt den Begriff ,,lokal gleichméfig konvergente Funktionenfolge*.



1.4. POLARDARSTELLUNG UND DIE GEOMETRISCHE INTERPRETATION DER MULTIPLIKATIONS

Allgemeiner konnen wir fiir eine komplexe Zahl vom Be-
trag r = |z| schreiben
z =r7re"¥ =r(cosp +ising), 2]
, r=|z
wobei ¢ € [0, 27) der zwischen den Zahlenvektoren 1 und e'#
eingeschlossene Winkel ist.

Die eindeutige Zahl ¢ € [0,27) nennt man daher den z=re
Winkel oder das Argument von z. Oft wird sie mit arg z
bezeichnet. Die Zahlen r und ¢ heiffen die Polarkoordinaten von z.

Die Multiplikation komplexer Zahlen nimmt in der Polardarstellung eine besonders
einfache Form an. Fiir z; = 7€, 2, = rye™? folgt aus der Funktionalgleichung

Also werden die Betridge multipliziert und die Winkel addiert (und evtl. anschlieend mo-
dulo 27 reduziert). Geometrisch entspricht die Multiplikation mit einer komplexen Zahl
z = re'? einer Drehstreckung; eine Streckung um den Faktor 7 und eine Drehung um
den Winkel . Insbesondere entspricht die Multiplikation mit i = ¢’ einer (starren) Dre-
hung um den Winkel 7.

Ubung 1.4. Skizziere fiir die Funktionen f(z) = z* und f(z) =1

(a) das zugehorige Vektorfeld (als Abbildung von R?* — R?).
(b) die Bilder der Achsenparallelen und der Kreisrénder 0B, (z).

Aus der Funktionalgleichung folgert man die MoIvVREsche Formel fiir z = |z|e

2" = |2|"e™? = |z|"(cos(nyp) + isin(ny)).

Ubung 1.5.

(a) Bestimme alle komplexen Wurzeln des Polynoms t" — 1 € C[t].
(b) Bestimme den Betrag und den Winkel der komplexen Zahl (3 := 5! + i1v/3.
(c) Berechne (32345678,

Ubung 1.6.

(a) Bestimme alle komplexen Wurzeln des Polynoms ¢* — ¢ + 1 € C[¢].
V3—i

(b) Bestimme den Betrag, Realteil und Imaginérteil von NI

\ 1001
(c) Berechne (@) :

Ubung 1.7. Zeige, dak die Exponentialfunktion
exp : (C,+) — (C\ {0}, )

ein Gruppenepimorphismus von der additiven Gruppe auf die multiplikative Gruppe des
Korpers C ist.
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1.5. Sinus und Kosinus

Definition 1.5.1. Definiere analog zum reellen Fall die komplexen Potenzreihen

o0 2k
cosz =Y (=1)
; (2k)!
o0 S2k+1
. — _1 k—
sin z ;( ) k1]

Die absolute Konvergenz in jedem Punkt z € C folgt aus der von e*, z.B. mit Hilfe
des Majorantenkriteriums. Vollstdndig analog zum reellen Fall beweist man die allgemeine
EULERsche Formel:

e =cosz+isinz fiir z € C.

BEWEIS. Aus 12 = —1,72 = —i,i* =1 folgt
2n+1 ,. n
(ZZ)k 2k+1
D T gt Z
prd k! prd 2k + 1)
Wende nun lim,,_,., auf beide Seiten an. O

Ubung 1.8. Zeige oder widerlege:
(a) cos(—z) = cosz und sin(—z) = —sin z.
(b) cosz = 3(e”* + ™) und sinz = o-(e* — e 7).
(c) cos? z +sin? z = 1.
(d) |cosz| < 1.

Ubung 1.9. Skizziere fiir die Funktionen cos z das zugehérige Vektorfeld und die Bilder
der Achsenparallelen und der Kreisrdnder 0B, (z).

sage: complex_plot( z, (-2, 2), (-2, 2), plot_points=500, figsize=[5,5] )

Wir ordnen den komplexen Zahlen wie folgt Farben zu:
Rot bis violett entspricht dem Argument ¢ € [0,27) und die Helligkeit dem Betrag |z]|.
Ende Insbesondere ist 0 schwarz und oo weifs.

Vorl. 1



KAPITEL 2

Holomorphe Funktionen

2.1. Komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie

Definition 2.1.1. Sei U C C offen. Eine Abbildung f : U — C heift komplex
differenzierbar in zy € C, falls der Grenzwert

f/(ZO) = zllg(l) M
2€U\{z0} 20

existiert. f’(z9) € C heift dann die Ableitung von f in 2. f heift holomorph auf U,
falls es fiir alle 2y € U komplex differenzierbar ist. Eine auf ganz C holomorphe Funktion
nennt man ganz.

Beispiel 2.1.2. Wir betrachten zwei einfache Beispiele.
(a) Die Identitatsfunktion f(z) = z ist ganz mit

f/(ZO) = zllg%) M = Zlig%) S =1 fiir alle 2z, € C.
zeC\{zjo} A0 ze(C\{zl)} S

(b) Dagegen ist die komplexe Konjugation g(z) = Z nirgends komplex differenzierbar:
Sei zp € C beliebig. Wir betrachten den Grenzwert des Differenzenquotienten in

horizontaler
. Zo + t— Z_() t
M Corhz
-0, (z -z
teR\{0} * 0 0
bzw. vertikaler Richtung
2o + it — Z0 —1t
im —=—=-1
t—0, (29 +1it) — 2o it

teR\{0}

und folgern, daf f’(zg) nicht existiert.

Ubung 2.1.
(a) Zeige unter Zuhilfenahme von Definition 2.1.1, dafs

f:C\{i} = C,z+ 2%(i—2)""
auf C\ {i} holomorph ist.
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(b) Zeige, dafs
q:C—>C,z— 2z
auf ganz C = R? (reell) total differenzierbar, aber nur in z = 0 komplex differen-
zierbar ist.
Wortlich wie im Reellen beweist man:
Satz 2.1.3. Mit den offensichtlichen Voraussetzungen an komplex differenzierbaren
Funktionen gelten folgende Regeln fiir die komplexe Ableitung
(a) Linearitdtsregel: (af + bg)' = af’ + bg’ fir alle a,b € C.
(b) LE1BNIZregel: (f-g)' = f'g+ f¢'.

/ / /
(c) Quotientenregel: (g) = fgg;Qfg.

(d) Kettenregel: (fog) = (f'og) 4.
Insbesondere sind komplexe Linearkombinationen, Produkte, Quotienten und Verkettungen
holomorpher Funktionen wieder holomorph.

Daraus folgt:

Beispiel 2.1.4. Rationale Polynomfunktionen in z sind auf ihrem Definitionsbereich
holomorph.

2.2. Kriterien fiir die komplexe Differenzierbarkeit

Um uns das Leben zu erleichtern, wollen wir im Folgenden effiziente Kriterien fiir die
komplexe Differenzierbarkeit formulieren und beweisen. Wir fangen mit einer einfachen
Beobachtung an.

BEMERKUNG 2.2.1. Eine R-lineare Abbildung ¢ : C — C ist genau dann C-linear,
wenn es eine komplexe Zahl w gibt mit ¢(z) = zw.

BEWEIS. Beide Richtungen sind triviale Aussagen der linearen Algebra. Aus der C-
Linearitat ¢ (z) = ¢(z - 1) = z1(1) folgt w = ¥(1). O

Mit dieser Bemerkung sind wir in der Lage ein erstes Kriterium fiir die komplexe
Differenzierbarkeit zu beweisen. Dieses Kriterium beschreibt den Zusammenhang zwischen
der komplexen und der (reellen) totalen Differenzierbarkeit. Dabei heifst eine Funktion
f:U — C (U C C offen) total differenzierbar in 2z, € U, falls es eine (und dann nur eine)
R-lineare Abbildung 1., : C — C gibt so, daf die Differenzfunktion

0(h) := f(z0+h) — f(20) = ¥z (h)

hmheh(:_(?o} % = 0 erfiillt. Die R-lineare Abbildung v,, : C — C nennt man die lineare

Approximation von f an zj.

Satz 2.2.2. Seien U C C offen und zy € C. Fiir eine Funktion f : U — C sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) [ ist in zo komplex differenzierbar mit komplexer Ableitung f’(z).
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(b) [ ist in z total differenzierbar und die lineare Approximation 1., : C — C ist
C-linear'.

In diesem Fall ist 1,, gegeben durch die Multiplikation mit der komplexen Zahl f'(zo).
BEWEIS. (a) = (b). Definiere 1., : C — C, h +— f’(29)h. Dann ist?

p o 1) )b _ | )= ) e
h—0 |h| h—0 h
. (fleot+h) = flz0)
= ]llli% ( A —f (ZO)) ‘
= 0.

(b) = (a). Wegen Bemerkung 2.2.1 existiert ein w € C mit ,,(h) = wh. Dann gilt

limf(20+h)_f(zo):lim(wzo—(m—i—@) — w + lim (#ﬁ”) = w

h—0 h h—0 h h h—0

0. U

Dabei benutzen wir, dafs limy,_,q 5‘(—:‘) =0 <= limy_ @

Dieses Kriterium ist koordinatenunabhéngig. Benutzt man die komplexen Zahlen 1 =
(1,0) und ¢ = (0,1) als Standardbasis von C als 2-dimensionaler R-Vektorraum, so lassen
sich die obigen Aussagen in Koordinaten wir folgt schreiben:

BEMERKUNG 2.2.3. Eine R-lineare Abbildung ¢ : C — C ist genau dann C-linear,
wenn ihre Abbildungsmatrix A € R?*? beziiglich der Standardbasis (1,7) die Form

(1)

BEWEIS. Nach Bemerkung 2.2.1 entspricht ¢ der Multiplikation mit einer komplexen
Zahl w = a+1ib mit = Rew und b = Imw. Die Basis (1,4) wird unter ¢ auf (1(1),(i)) =
(1-w,i-w) = (a+ib, —b+ ia) abgebildet. Somit ergibt sich die Abbildungsmatrix aus der
Behauptung. O

annimmt.

Die Matrix der linearen Approximation v, (von f an zo) beztiglich der Standardbasis
(1,7) vom R? ist die JACOBImatrix Df(z,). Wir wissen, daf ihre Eintrige genau die
partiellen Ableitungen nach den Standardkoordination sind. Ist f(z) = u(z) + iv(z) mit
reellen Funktionen u(z) = u(x,y) und v(z) = v(x,y), dann ist

() Qu(y
o= () §2)

ox oy

Satz 2.2.2 1aBt sich nun in Koordinaten so formulieren:

1Und nicht blof nur R-linear.
2Wir benutzen z, — 0 <= |z,| = 0.
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Satz 2.2.4. Seien U C C offen und zy € U. Fiir eine Funktion f:=u+iv:U — C
mit uw = Re f und v =Im f sind folgende Aussage dquivalent:
(a) [ ist in zo komplex differenzierbar mit komplexer Ableitung f’(z).
(b) f ist in zg total differenzierbar und die partiellen Ableitungen erfillen die CAU-
CHY-RIEMANN Differentialgleichung:

ou ov
%(2‘0) - a—y(zo) =0
ov ou
In diesem Fall gilt f'(z0) = %%(z0) +i%%(2) = g—;(zo) — ig—’;(zo).

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus Bemerkung 2.2.3 angewandt auf die JACOBImatrix.
OJ

Beispiel 2.2.5. Die komplexe Differenzierbarkeit 14t sich also bei gegebener totalen
Differenzierbarkeit an der Form der JACOBImatrix (in den Standardkoordinaten) ablesen.
(a) Die Identitdtsabbildung f(z) = z = x+iy ist holomorph auf C mit JACOBImatrix

Df(z)z(é (1))

und komplexer Ableitung f'(z) = 1.
(b) Die komplexe Konjugation ¢g(z) =Z
mit JACOBImatrix

= x — 1y ist nirgends komplex differenzierbar

(c) Die Exponentialfunktion exp(z) = €* = "™ = e%e™ = e® cos(y) + ie” sin(y) ist

ganz mit JACOBImatrix
Dexp(z) = ( excgsy —ex sin y )
e’siny  e¥cosy
und komplexer Ableitung exp’ = exp.

Beispiel 2.2.6. Aus den Regeln der komplexen Ableitung erhalten wir weitere Bei-
spiele.
(a) Die Funktion cos z = £(¢* 4 ¢~%) ist ganz mit Ableitung
1, . ) 1, . , 1
COS/ZZ5(6'LZ+6—'LZ)/:§(Z€ZZ_Z€—ZZ)Z_Q_Z‘
(b) Die Funktion sinz = 5-(e** — e%) ist ganz mit Ableitung
1

sin’ 2z = %(e”’ —e ) = Z(z’e“‘ +ie ) = 5(6“’ + e %) = cos z.

(e — e %) = —sin 2.
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Ubung 2.2. Sei U C C offen und f = u+iv : U — C eine komplexwertige Funktion
mit v = Ref und v = Im f. Zeige: Ist f auf U holomorph und zweimal stetig reell
differenzierbar®, so sind v und v harmonische Funktionen, d.h. sie erfiillen die LAPLACE
Differentialgleichung

@_'_@—0
ox?  0y?

#o P
ox?  Oy? '

Ubung 2.3. Gebe an fiir welche a, b € R das Polynom 224 2axy+by? Realteil einer ho-
lomorphen Funktion auf C ist. Bestimme fiir jedes solche Paar (a,b) all diese holomorphen
Funktionen.

Ubung 2.4. Sei U C C offen und zusammenhingend und f : U — C eine auf U
holomorphe Funktion. Zeige: Erfiillt f eine der folgenden Bedingungen, so ist f konstant:

(a) f'(z) =0 fir alle z € U.
(b) f ist reellwertig, d.h. f(U) C R.
(c) |f(2)] =1 fur alle z € U.

Das bisherige Vorgehen hat mindestens zwei Nachteile. Komplexwertige Funktionen
werden typischerweise in Abhéngigkeit von z und/oder Z geschrieben, wie etwa cos 2t (d.h.

2z
weder in Abhéngigkeit von x,y geschrieben noch in Real- und Imaginérteil u, v unterteilt).
Wir wiinschen uns daher ein Kalkiil, das uns in die Lage versetzt direkt mit z und z zu
rechnen, als waren sie unabhéngige Koordinaten. Motiviert durch die Gleichungen =z =

$(z+7%) und y = 5 (2 — Z) rechnen wir mit der formalen Kettenregel nach:

0 9dxd dyo 1[0 .0
@—§£+aa—y—§(%‘@a—y)
ﬁza_wgﬂg:z(ﬁﬂﬁ)
0z 0z0x 0zdy 2 \0r Oy

Definition 2.2.7. Die formalen Differentialoperatoren
o_1(9 _,0
dz 2\dx Oy
0 _1(o 0
oz 2\ar  'oy)

nennt man die WIRTINGER-Ableitungen. Genauer, sei U C C offen und f = u + v :
U — C eine auf U partiell differenzierbare Funktion mit Realteil © = Re f und Imaginérteil

3Die zweimalige stetige Differenzierbarkeit folgt bereits aus der Holomorphie, aber das werden wir erst
spéater sehen.
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v = Im f. Definiere

af of af _1 ou Ov ov  Ou
S 9: "2 (%‘@)“(%w—y* (%‘a—y))

of of af ou Ov [Ov Ou
@ 9z - (ax“ay> (a‘f@“(a—x*a—y»

Der wahre Wert der WIRTINGER-Ableitungen liegt nicht in ihren Definitionen, sondern
vielmehr in ihren Rechenregeln, die wir jetzt auflisten.

Satz 2.2.8. Set U C C offen und f : U — C eine komplexwertige total differenzierbare
Funktion.

(a) [ ist genau dann komplex differenzierbar in zy € U, wenn

g—‘;(ijo) = 0

In diesem Fall gilt 5
F(z0) = L (z0)

(b) Es gilt 2 = % =1 und & = § = 0. D.h. beziiglich der WIRTINGER-Ableitungen
verhalten sich z und z wze unabha'ngz’ge Variablen.

(¢) Die WIRTINGER- Ableitungen 2 Yo und 2 5 erfillen die Linearititsregel, die LEIB-
Nizregel, und die Quotientenregel. Genauer, mit den offensichtlichen Vorausset-
zungen fir total differenzierbare Funktzonen f,q gilt

o Linearititsregel: 2(af + bg) = a2l + 92 und Z(af + bg) = a2l +b% fiir
alle a,b € C.
e LEIBNIZregel: 2(fg) = %gjt fg und Z(fg) = ’;g + fg—g

e Quotientenregel: % <§> = (%g — f&) /g und 8% <§> = (%g — fg—g) /9°.

BEWEIS. (a) Die Formel (2) besagt, daf f genau dann die CAUCHY-RIEMANN Diffe-
rentialgleichung in 2 erfiillt, wenn gf (20) verschwindet. In diesem Fall vereinfacht sich (1)

Al g’;(zo) Bu(29) +122(20) = f'(20), nach Satz 2.2.4.

(b) und (c) ergeben sich durch Nachrechnen. O

Beispiel 2.2.9.

((ag o = Rez= %E EZ;Z; = %, nirgends 0.
b) ZImz = £22) =1L

5 882 21_ 2 )
(c) Z|z|* = £ (2%) = z, verschwindet nur bei 0.

nirgends 0.

Ubung 2.5. Bestimme in welchen Punkten die rationale Funktion
()
(b) 224z

ER

komplex differenzierbar ist und berechne gegebenenfalls ihre Ableitung.

Ende
Vorl. 2



KAPITEL 3
Wegintegrale

Die Wegintegration in der Funktionentheorie ist eine interessante Mischung zwischen
der 1-dimensionalen Integration
[
I

A vi= [(wla(o), ey

in der mehrdimensionalen reellen Analysis. Dabei spielt die Multiplikation komplexer Zah-
len eine entscheidende Rolle. Das Ergebnis ist wieder eine komplexe Zahl.

und der Wegintegration

3.1. Wege und ihre Bogenlinge

Zunéchst fangen wir mit der Definition eines Weges an. Im Folgenden bezeichne
I:=]a,b]CR

ein kompaktes reelles Intervall.

Definition 3.1.1. Unter einem Weg verstehen wir eine stetige Abbildung v: I — C.
Der Weg ~ heifst

e geschlossen falls y(a) = ~(b) ist, sonst offen.

o stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Unterteilung des Intervalls
I = U;:Ol[ti,t,;ﬂ] mit a = tp < t; < --- < t, = b gibt, so daf 7,4, stetig
differenzierbar ist.

e parametrisiert nach Bogenlénge falls |7/(¢)| = 1 fiir alle t € I, wo 7/(t) exi-
stiert.

e konstant falls (t) = y(a) fiir alle ¢ € I.

Die Menge v(I) € C nennt man die Spur des Weges . Wir sagen v verbindet den
Anfangspunkt 7(a) mit dem Endpunkt ~(b).

Beispiel 3.1.2.

(a) Der Weg v : [0,1] — C,t — e*™ ist geschlossen und stetig differenzierbar. Seine
Spur ist der Einheitskreis in C.

13
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7 ist nicht nach Bogenlédnge parametrisiert, da |7| = 27 ist. Dagegen ist 7 :
[0,27] — C, s — €' eine Parametrisierung des Einheitskreises nach Bogenlange.
(b) Der Weg

—1+i2+1), te[-2—1]
vi[=2,2] > Cit— Qi+t te|-1,1]
1+4(2 —1), tell,2]
ist offen und stiickweise stetig differenzierbar.

?

v ist nach Bogenldnge parametrisiert.

Konvention. | Ab jetzt sind alle Wege stiickweise stetig differenzierbar.

Definition 3.1.3. Die Bogenléange eines Weges v : I — C ist definiert durch

() = / i = [ 1l

BEMERKUNG 3.1.4. Da v auf I nur stiickweise stetig differenzierbar vorausgesetzt ist,
ist v/ an den Nahtstellen im Allgemeinen nicht definiert. Der Integrand ist also nur auf
I\ {t1,...,t,_1} definiert, aber dort stetig. Das Integral bleibt wohldefiniert.

Beispiel 3.1.5. Die Spur des Weges 7 : [0,1] — C,t — re?™ ist der zentrierte Kreis
vom Radius 7 in C. Nach Definition gilt

1 1
l(y) = / |2 re™|dt = / 2nrdt = 2mr.
0 0
Die Definition der Bogenldnge wiirde wenig Sinn machen, wenn sie von der konkreten

Parametrisierung des Weges abhéngen wiirde.

Definition 3.1.6. Sei 7 : I — C ein Weg und J = [c, d] eine weiteres kompaktes
Intervall. Fiir eine stetig differenzierbare Abbildung p : J — [ mit u(c) = a, pu(d) = b
definiere den vermoge ¢ umparametrisierten Weg

pr(y) =vyou:J—C.
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Die Abbildung p nennt man eine Umparametrisierung. Setzt man zusétzlich p/ > 0
voraus, so redet man von einer nicht-negativen Umparametrisierung.

Proposition 3.1.7. Ist v ein Weg und p eine nicht-negative Umparametrisierung von
v, dann gilt

(7)) = ().

BEWEIS. Der Beweis ist eine einfache Anwendung der Substitutionsregel.

S AGRIACIL
/ O (e (1)t
/Iv
-/ RLOLE

= (7).

Definition 3.1.8. Sei 7: [ — C ein Weg.
e Der Umkehrweg ist definiert durch
v I —=C, t—vy(a+b—1).

e Ist ¥ : [¢,d] — C ein weiterer verkettbarer Weg, d.h. v(b) = 7(c¢). Der Sum-
menweg (oder verkettete Weg) ist definiert durch

~ . _ ’}/(t), G[aab]
v*7:lab+d=d =G, t%{ Ft—b+c), telbbt+d—d.

Ohne Miihe zeigt man:

Proposition 3.1.9.

(a) L(y*7) =L(y) +L£(7);
(b) L(y) = L(v").

3.2. Das Wegintegral

Das Wegintegral im Komplexen ist als vektorwertiges eindimensionales Integral mit
einem speziellen Integranden definiert. Dabei fassen wir C als einen 2-dimensionaler R-
Vektorraum auf. Fiir eine integrierbare komplexwertige Funktion g : I — C auf dem
reellen Intervall I schreiben wir

/Ig(t)dt = /IReg(t)dt—i-i/IImg(t)dt.



16 3. WEGINTEGRALE

Definition 3.2.1. Sei U C C offen, v : I — U ein Weg und f : U — C eine auf der
Spur von ~ stetige Funktion. Das Wegintegral (oder Kurvenintegral) von f entlang
des Weges 7 ist definiert durch

L f(2)dz = / ) (Bt

Bei der Definition des Wegintegrals geht die Multiplikation der komplexen Zahlen ent-
scheidend ein.

Hauptbeispiel 3.2.2. Die Funktion f : C\{0} — C, z > 2 ist auf C\ {0} holomorph.
Fiir das Wegintegral von f entlang des entgegen dem Uhrzeigersinn orientierten zentrierten
Kreises vom Radius > 0 (etwa gegeben durch v : [0,27] — C,¢ — re® aus Beispiel 3.1.5)

rechnet man
d d 2T - it 2T
/ —Z:/—z:/ ”idt:/ idt = 2mi,
lo|]=r % y 2 o Tret 0

unabhdngig vom Radius 7.

Konvention. Das Symbol f|z_20|:7, bezeichnet ein Wegintegral entlang eines entgegen

dem Uhrzeigersinn orientierten und um z, zentrierten Kreises vom Radius 7.
Ubung 3.1. Berechne
/ dz
|z—zo|=r z’
wobei |zg| # r vorausgesetzt wird.
Hinweis: Unterscheide die Félle |zo| < r und |z| > .
Proposition 3.2.3.

(a) Das Wegintegral ist unabhdngig von Umparametrisierungen.

Seien U C C offen, v und v verkettbare Wege in U und f : U — C eine auf den Spuren
von v und 7y stetige Funktion. Dann gilt:

(b) [ 5 f(2)dz = [ f(z)dz+ [5 f(z)dz;
(c) f,y_ f(2)dz = _fv f(2)dz.

Ubung 3.2. Beweise Proposition 3.2.3. Belege die Unterschiede zu den Propositionen
3.1.7 und 3.1.9 anhand von Beispielen.

Definition 3.2.4. Sei U € C und f : U — C eine auf U stetige! Funktion. Eine
holomorphe Funktion F': U — C mit F'(z) = f(z) fiir alle z € U heikt Stammfunktion
von f.

Das folgende Lemma besagt, dafs Wegintegrale von Funktionen, die eine Stammfunktion
besitzen, langweilig sind. Sie hdngen nur vom Anfang- und Endpunkt des Weges ab:

'Wir werden spiter sehen, daf aus der Existenz einer (holomorphen) Stammfunktion die Holomorphie
von f folgt.
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Lemma 3.2.5. Seien U C C offen, v : [a,b] = U ein Weg und f : U — C eine stetige
Funktion mit holomorpher Stammfunktion F. Dann gilt

/ﬂW&ZHWW—FW@)

D.h. das Wegintegral von f hdingt nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges v ab. Insbe-
sondere verschwindet das Wegintegral von f entlang geschlossenen Wegen.

BEWEIS.

[z = [ ey = [ Fawy o= [ @y = (o0l

g

Beispiel 3.2.6.
(a) Das Hauptbeispiel 3.2.2 besagt, daf die auf C \ {0} holomorphe Funktion

fe) =

keine Stammfunktion auf C\ {0} haben kann.
(b) Dagegen besitzen alle iibrigen Potenzfunktionen

flz) = 2"

fir n € Z\ {—1} auf ihrem maximalen Definitionsbereich U, eine Stammfunktion

F:Un—>(C,zr—>Z::.DabeiistUn:CfﬁrnanndUn:C\{O}ﬁirn<—1.

Wir werden spéter sehen, dafs f(z) = %, bis auf Skalierungen, der einzige interessante
holomorphe Integrand einer Wegintegration ist.

Ubung 3.3.
(a) Berechne die Wegintegrale

7l7rz2 i7rz2 _
/Ze 2 cose 2 dz und /ZQdZ
¥ ¥

entlang einer geraden Strecke v von ¢ nach 1.
(b) Besitzt die stetige Funktion f: C — C, z +— z? eine Stammfunktion?

Ubung 3.4. Nach Beispicl 3.2.6.(a) besitzt die Funktion f(z) = 1 keine Stammfunk-

tion auf C\ {0}. Man kann aber kleinere Definitionsbereiche finden, worauf f(z) = <

doch eine Stammfunktion besitzt. Wir wissen bereits, daf keiner dieser Definitionsbereiche
einen Kreis um 0 enthalten kann. Hier ist ein Beispiel eines Definitionsbereiches worauf

eine Stammfunktion existiert, der sich nicht weiter vergréfiern 1afst:
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Definiere die ,im Negativen aufgeschlitzte Zahlenebene” als das Komplement der nicht-
positiven reellen Achse

U_.:=C\Re={re"|r eRspy, p € (—m,m)}
Definiere die Funktion
log: U_ — C, z=|z]e" ~ log z := log |z| + iy,
wobei ¢ den eindeutigen Winkel von z im Intervall (—m, 7) bezeichnet. Wir nennen log 2

den Logarithmus von z. Zeige:

(a) Die Logarithmus-Funktion log ist eine Stammfunktion von f(z) = 1 auf U_.

(b) Bestimme die Komposition expolog: U_ — C.

(c) Sein z1, 22 € U_ beliebig. Dann existiert fiir jeden Weg ~ in C\ {0} von z; nach
2y ein k € Z, so dafs gilt

d
(*) ~_ log(zg) — log(z1) + 2mik.
z
N
(d) Umgekehrt existiert fiir jedes k € Z ein Weg v in C\ {0} von z; nach 2y, so dak
Ende (*) gilt.
Vorl. 3

3.3. Zusatz: Zusammenhang zur Vektoranalysis und Anschauung
Spéatestens dann, wenn man die Vektoranalysis gehort hat, wird man das Wegintegral
als einen Spezialfall wiedererkennen.

e Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen z = a + ib und w = ¢ + id kann man

wie folgt auf das EUKLIDische Skalarprodukt (-, -) im R? = C zuriickfiihren:
z-w = ac—bd +i(ad + be) = (z,w) + i(Z, w"),

wobei wt := —iw = —d + ic, der um — 3 rotierte Vektor (bzw. komplexe Zahl) w
ist.

e Das Wegintegral 1afst sich somit wie folgt ausdriicken:

/ f(2)dz = / ((For) (0. (8)) di +i / ((For) (.4t d.

e Sind U C C offen, f = u+iv: U — C = R? stetig differenzierbar (mit u = Re f,
v =Imf) und v = 92 C U der Rand einer zusammenhéngenden und einfach
zusammenhéngenden offenen Fliche Q@ C U, so folgt aus den 2-dimensionalen
Versionen der Sétze von STOKES und GAUSS, daf

/Wf(z)dz: /Q(rot?)g dxdy—i—i/gdiv?dxdy

ov  Ou ) ou Ov

Die Integranden sind die linken Seiten der CAUCHY-RIEMANN Gleichungen!
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e Ist f auf (dem zusammenhingenden und einfach zusammenhéngenden) €2 holo-
morph, so verschwinden die beiden Integranden in (CR) und somit das Weginte-
gral. Wir erhalten den lokalen Satz von CAUCHY:

Ist €2 C C eine zusammenhédngende und einfach zusammenhéngende offene Men-
ge, die mitsamt ihres Randes v := 0€) im Definitionsbereich einer holomorphen
Funktion f : U — C liegt, so verschwindet das Wegintegral

[ f(2)dz =

Diesen Satz werden wir im néchsten Kapitel ohne die Hilfsmittel der Vektoranalysis
beweisen.

3.4. Wegunabhingige Integrierbarkeit und Existenz einer Stammfunktion

In diesem letzten Abschnitt wollen wir die Umkehrung von Lemma 3.2.5 beweisen.

Definition 3.4.1. Sei U C C offen. Eine stetige Funktion f : U — C heiftt weg-
unabhéingig integrierbar, falls fiir je zwei Wege v,7 in U mit gleichem Anfangs- und

Endpunkt
A f(2)dz = / f()dz

gilt. Aquivalent: Das Wegintegral entlang geschlossener Wege v in U verschwindet

/7 f(2)dz =

Im Beweis der Umkehrung brauchen wir eine Abschétzung, die sich auch spéter als
nitzlich erweisen wird. Daher formulieren wir sie als ein Lemma.

Lemma 3.4.2. Seien U C C offen, f : U — C stetig und 7 : [a,b] — U ein Weg. Dann
gilt

f(z)dz

/7 f(2)dz| =

< max 2)| - ().
< s /()] (0)
dt‘

/ ) ()t

< max )|dt
_267([ab] / )l
= max z

z€7([a,b]) 17(2)

BEWEIS.

Fiir die korrekte Formulierung der Umkehrung brauchen wir noch eine Definition.

Beginn
Vorl. 4
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Definition 3.4.3. Eine Teilmenge? X C C heifit wegzusammenhiingend, falls fiir
alle Punkte z,w € X ein Weg v : I — X existiert, welcher z mit w verbindet. Eine offene
wegzusammenhéangende Teilmenge G C C nennt man Gebiet.

Satz 3.4.4. Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine stetige Funktion. f besitzt
genau dann eine Stammfunktion auf G, wenn f wequnabhdngig integrierbar ist. In diesem
Fall ist fiir ein beliebiges aber festes w € G die Funktion

F:G—C, 2 |—>/ f(Q)d¢, . ein beliebiger Weg von w nach z in G,
Yz

eine (holomorphe) Stammfunktion von f.

BEWEIS. Die Hinrichtung ist die Aussage von Lemma 3.2.5. Fiir die Riickrichtung
bemerken wir, daft F' aufgrund der wegunabhéngigen Integrierbarkeit von f wohldefiniert
ist. Jetzt zeigen wir, dafs F' in der Tat eine Stammfunktion von f ist.

Dazu seien zyp € G und € > 0 mit B.(zy) C G und z € B.(2). Bezeichne mit [z, z| die
gerade Strecke von zg nach z. Dann ist v := 7, * [20, 2]~ * 72, ein geschlossener Weg in G.

YN

f B0
NN

NN

fy - ﬁyZ ZU? Z * ’72’0

Aus Proposition 3.2.3.(b,c) folgt

0= [ fa=FE) = [ 7(Od - Feo)

[Zo,z]

2Man kann hier C durch einen metrischen Raum, oder allgemeiner, topologischen Raum ersetzen.
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Daraus erhalten wir die Abschéatzung

%Z(Zo)_ £(z0) :ﬁ - J©dc= [ S
=f(20)(2—20)
1
- /[ GO s

< max |f(¢) — f(z0)| €([20,2]) (Lemma 3.4.2)
’Z — 2’0’ C€[z0,2] ——

= max |f(¢) = f(z0)]-

CE[ZUVZ}

=|z—z0|

Letzteres strebt aber wegen der Stetigkeit von f gegen 0 fiir z — 2. O






KAPITEL 4

Der CAUCHYsche Integralsatz

In diesem Kapitel beweisen wir den CAUCHYschen Integralsatz fiir eine grofse Klasse von
Kurven. Man kann behaupten, daf die gesamte technische Komplikation dieser Vorlesung
genau im Beweis dieses zentralen Satzes konzentriert ist. Danach ist alles mehr oder weniger
ein ,Spaziergang”, um die Friichte zu ernten.

Also, ab in den letzten Kampf, der ehrlich gesagt auch unser erster ist.

4.1. Der CAUCHYsche Integralsatz fiir Rechtecke

Q

Wir beweisen den Satz zunéchst fiir Rdnder von achsen-
parallelen Rechtecken. Die Hauptidee des Beweises ist fiir
diese Wege am klarsten zu erkennen. Verallgemeinerungen p=0Q
sind danach leicht mdoglich.

Satz 4.1.1 (CAuCHYscher! Integralsatz fiir Rechtecke). Seien U C C offen, f : U — C
holomorph und @Q eine achsenparallele Rechteckfliche, die mitsamt ihres Randes* p = 0Q

wm U liegt. Dann gilt
/f(z)dz = 0.
P

BEWEIS.

Q1

p1 = 0Q

Wir unterteilen das Rechteck ) durch horizontales und
vertikales Halbieren in vier gleich grofse Rechtecke. Wéhle
als ()1 eines der vier Rechtecke, fiir das das Wegintegral be-

tragsmafig am grokten ist. Ist p; der Rand von (); so folgt aus der Wegadditivitat des
Wegintegrals (Lemma 3.2.3.(b,c))

I Auch, Integrationslemma von GOURSAT fiir Rechtecke genannt.

2Genau genommen miisste man sagen: p eine Parametrisierung des Randes Q). Aber wie wir wissen,
ist das Wegintegral unabhéngig von Umparametrisierungen.

23
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/p £(2)dz /p ).

Wir fahren induktiv fort und erhalten eine absteigende

<4

Kette von Rechtecken ) D )1 D @2 D --- mit Réndern p
pr = 0Q und fir jedes k = 1,2, ... die Ungleichung Q 0
< 4 | Q1

/p F(2)dz /p fes

Die Mittelpunkte dieser Rechtecke bilden eine CAUCHY-
Folge die gegen einen Punkt 2y € ) C U konvergiert. Die
komplexe Differenzierbarkeit von f in zg bedeutet, daf wir f(z) durch

@ODQ1D@2D---

F(2) = Flz0) + F(20) (2 — 20) + A() mit lim —2EL _ ¢

Z—20 ‘Z — Zo| N

ersetzen kénnen®. Die konstante Funktion f(z) und die lineare Funktion f/(z)(z — zo)
besitzen auf U eine Stammfunktion und tragen daher nicht zum Wegintegral bei. Ist ¢ :=
¢(p) der Umfang von @ so folgt aus Lemma 3.4.2

/f(z)dz < 4F / A(2)dz| < 4% max |A(2)-27%¢=2F. max |A(2)]-¢,
\ o <ESpur(p) ST et
k

fir alle £ € N.

Um die rechte Seite der Ungleichung abzus¢hétzen, nut-
zen wir die Eigenschaft von A wie folgt aus: Fiir € > 0 wéhle 20
d > 0 so klein, dak [A(2)] < €|z — 2| fiir alle z € Bs(20) gif).

Wihle schlieflich k& so grofs, dak Qr C Bs(zo) ist. Insbeson-

dere ist dann max.cspur(p,) |A(2)] < Max.cspur(oy) €12 — 20| < ‘_’_LI_
£ -27%¢0. Zusammenfassend erhalten wir die Ungleichung Q1
£pr)
Qr C Bs(2)

<ok.e.o7hpp=c.p2

/p F(2)dz

Da nun ¢ beliebig klein gewdhlt werden darf, folgt die Be-
hauptung [ f(2)dz = 0. O

3Wir benutzen also die komplexe Differenzierbarkeit von f an einem Punkt zo im Inneren von Q. Die
komplexe Differenzierbarkeit entlang des Randes p ist daher irrelevant!
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4.2. Der CAucHYsche Integralsatz fiir C'!'-Bilder von Rechtecken

Y RN
| /\)\
T :

p=0Q v=v(0Q)=vop s

Um die Anwendbarkeit des CAUCHYschen Integralsatzes zu erweitern, beweisen wir ihn
fiir stetig differenzierbare Bilder von Rechtecken. Dazu benétigen wir ein Lemma.

Im Folgenden seien () eine achsenparallele Rechteckflache, p = 0Q), ¢ := £(p) = £(0Q),
U C C offen, ¢ : Q — U eine stetig differenzierbare Abbildung und v = ¥(0Q) = v o p.

Lemma 4.2.1. Es existiert eine reelle Konstante C' > 0 mit
l(y) =L(pop) <C-Lp)=C-L.

BEWEIS. Ohne Einschrénkung kénnen wir annehmen, daf p : [0,¢] — Q) eine Para-
metrisierung von Q) nach Bogenlinge ist, d.h. |p/(t)] = 1 fiir alle* ¢ € [0, £].

/rv ) dt = /|¢mp ) dt = /|w e <C

| 1
mit
C = max{|¢'(z) - w| | (z,w) € 0Q x 9B1(0)}.
Dabei ist ¢/(z) die Matrix einer R-linearen Abbildung von C — C und ,¢'(z) - w* ein
Matrix-Vektor-Produkt R?*? x R? — C mit Ergebnis in C. Da die Abbildung

c:0Q x IB1(0) = Rxo, (z,w) — |[¢'(2) - w|

auf ihrem kompakten Definitionsbereich 0Q) x 0B;(0) stetig ist, wird ihr Maximum C
angenomien. U

Satz 4.2.2 (CAucCHYscher Integralsatz fiir Bilder von Rechtecken). Sei mit der obigen
Voraussetzung f : U — C holomorph. Dann verschwindet das Wegintegral

Af@ﬂzz

entlang des Bildes v = 1) o p des Rechteckrandes p = 0Q).

4Bis auf die Eckpunkte des Rechtecks, wo p’ (t) nicht definiert ist, aber das ist fiir die Integration
irrelevant.
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BEWEIS. Der Beweis ist eine Wiederholung des Beweises des CAUCHYschen Integral-
satzes fiir Rechtecke (Satz 4.1.1) mit offensichtlichen Modifikationen:

e Ersetze die Kette Q D Q1 D Q2 D - -+ durch die Bilder ¢(Q) D ¥(Q1) D ¥(Q2) D
- und betrachte die Wege v := 9 o py.
e Ersetze zy durch ihr Bild unter ¢). Wegen der Stetigkeit von v ist ¢(zg) der Grenz-
wert der Bilder unter ¢ der Mittelpunkte der verschachtelten Rechtecke Q);.
e Die Bogenlinge eines Weges ~; ist jetzt durch C - 27%¢ nach oben abzuschiitzen.

Am Ende erhalten wir die Abschéatzung

/7 F(2)dz

und die Behauptung folgt. U

<eg-C?.0?

4.3. Spezielle Bilder von Rechtecken

In diesem Abschnitt betrachten wir Beispiele von Fléchen in C, die wir als Bilder von
Rechtecken wiedererkennen wollen.

J//“\\»

\ a

\7

Q

o

Beispiel 4.3.1. Sei U wie oben und seien o, 8 : [0,1] — U zwei Wege, die mitsamt
ihrer Verbindungsstrecken [«(t), 5(¢)] fiir alle ¢ € [0,1] in U liegen. Dann ist die Kurve

7= ax o), B 57+ [(0), B0)]
Rand des Bildes des Quadrates [0, 1] x [0, 1] unter der stetig differenzierbaren Abbildung
Y [0,1] x [0,1] = U, (t,s) = a(t)s+ B(t)(1 —s).

Fiir v gilt daher die Aussage des CAUCHYschen Integralsatzes fiir Bilder von Rechtecken:

/7 f(2)dz =

fiir jede holomorphe Funktion f: U — C.

Ubung 4.1. Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Beweise folgende Korollare
des CAUCHYschen Integralsatzes.
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(a) Seien «, 8 Wege in U mit gleichen Anfangs- und Endpunkten, die mitsamt ihrer
Verbindungsstrecken in U liegen, dann gilt

/af(z)dz:/ﬁf(z)dz.

(b) Seien a, B geschlossene Wege in U, die mitsamt ihrer Verbindungsstrecken in U

liegen, dann gilt
dz = dz.

(c) (CAucHYscher Integralsatz fiir Kreisringe) Sei zg € C und liegt der Kreisring
{zeC|r<|z—2z]| <R}inU, so gilt

/|z_z0.:r flz)dz = /| L Jee

(d) (CAucHYscher Integralsatz fiir Kreisscheiben) Sei z; € U und liegt die
Kreisscheibe Br(zp) = {2z € C| |z — 29| < R} in U, so gilt

/ f(z)dz=0.
|z—20|=R

4.4. Homotopieinvarianz des Wegintegrals

Bevor wir dieses Kapitel abschliefsen, folgern wir die sogenannte ,Homotopieinvarianz
des Wegintegrals“ als eine extrem niitzliche Variante des CAUCHYschen Integralsatzes. Ob-
wohl die Homotopie ein topologischer Begriff ist, den man fiir stetige Abbildungen definie-
ren kann, wollen wir uns das Leben einfacher machen und uns bei der Definition auf stetig
differenzierbare Wege beschrinken. Bislang haben wir bei Wegen stiickweise stetige Diffe-
renzierbarkeit vorausgesetzt. Die folgende Aufgabe zeigt, daf bis auf Umparametrisierung
jeder solche Weg sogar stetig differenzierbar angenommen werden kann.

Ubung 4.2. Sei v : I — C ein (stiickweise stetig differenzierbarer) Weg. Zeige: vy
besitzt eine stetig differenzierbare Umparametrisierung 7, d.h. es existiert eine stetig dif-
ferenzierbare Umparametrisierung p : J — [ mit 7 := p*(7y) := o p stetig differenzierbar.

Definition 4.4.1. Sei X C C, eine Teilmenge und 7,71 : [a,0] — X zwei stetig
differenzierbare Wege in X. Wir sagen 7, ist homotop zu 7, (in X), falls es eine stetig
differenzierbare Abbildung

H:[a,b] x[0,1] = X
gibt mit
H(-,0) =~ und H(-,1) = 7,

d.h. die untere Rechteckseite wird unter H auf 7, und die obere auf v, abgebildet. Definiere
fiir die restlichen Parameter s € (0,1) den Weg

s = H(-,8) : [a,b] = X.

Ende
Vorl. 4
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Wir nennen H eine Homotopie von vy, nach 7; in X und schreiben

Yo ~H V1-

Es ist eine triviale Ubung zu zeigen, daf die Homotopie von Wegen eine /:%quivalenzre-
lation ist. Ebenso sind die beiden folgenden spezielleren Homotopiebegriffe Aquivalenzre-
lationen.

(a) Haben ~y und ~; den gleichen Anfangspunkt w := ~g(a) = y1(a) € X und den
gleichen Endpunkt z := ~vo(b) = v1(b) € X, so nennt man 7, 7; (relativ)® homo-
top in X, falls es eine (stetig differenzierbare) Homotopie H von -y nach 77 in X
gibt, die w und z respektiert, d.h.

vs(a) = w und ~5(b) = z fiir alle s € [0, 1].

Anders ausgedriickt, wird die linke Rechteckseite unter H auf w und die rechte
auf z abgebildet.

(b) Sind vy und v; geschlossen (mit nicht notwendigerweise gleichem Aufpunkt), so
nennt man g,y (frei) homotop in X, falls es eine (stetig differenzierbare)
Homotopie H von vy nach v in X gibt, so dafs fir alle s € (0,1) der Weg -
ebenfalls geschlossen ist, d.h.

H(a,s) = H(b,s) fiir alle s € [0, 1].

Mit anderen Worten, werden vermoge H die Punkte der linken Rechteckseite mit
den gleich hohen Punkten der rechten Rechteckseite identifiziert.

Genauer, homotop relativ zur Teilmenge {(a,w), (b, 2)} C [a,b] x X.
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x>
1 ./ Q)

N /_N m \

Oc; 77777777 o b /
\ /

(c) Ein geschlossener Weg heift nullhomotop in X, wenn es zu einem konstanten
Weg frei homotop in X ist. Anschaulich bedeutet das, daf sich der Weg zu einem
Punkt in X kontrahieren l&ft.

Jetzt kommen wir zur angekiindigten Homotopieinvarianz.

Korollar 4.4.2 (Homotopieinvarianz des Wegintegrals). Seien U C C offen, f : U —
C holomorph und o,y : [a,b] — U zwei Wege.

(a) Haben ~o und 71 gleichen Anfangs- und gleichen Endpunkt und sind sie relativ

homotop in U, so st
/ f(2)dz = / f(z)dz
Y0 "

(b) Sind v und v1 geschlossen und frei homotop in U, so ist

/70 f(z)dz = /71 f(z)dz

(c) Ist der geschlossene Weg v : [a,b] — U nullhomotop in U, so verschwindet das
Wegintegral von f entlang :

L f(2)dz =

BEWEIS. Die Behauptungen (a) und (b) folgen aus dem CAUCHYschen Integralsatz
4.2.2 fiir stetig differenzierbare Bilder von Rechtecken, angewandt auf die Homotopie v :=
H . Bei (a) werden die vertikalen Rechteckseiten jeweils unter H auf einen Punkt abgebildet.
Bei (b) werden sie auf einen und denselben Weg aber mit entgegengesetzter Orientierung
abgebildet. In beiden Féllen verschwindet ihr Gesamtbeitrag zum Wegintegral entlang des
Bildes des Rechteckes unter H. Die Aussage (c) folgt unmittelbar aus (b), da Integrale
entlang konstanten Wegen verschwinden. O

Ubung 4.3. Lose Ubung 3.1 mit und ohne Anwendung der Homotopieinvarianz.

Inspiriert durch (c¢) definieren wir:
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Definition 4.4.3. Eine Teilmenge X C C heift einfach zusammenhingend, falls®
jeder geschlossene Weg in X nullhomotop in X ist.

//\@\ 2

/" nicht zshgd., zshgd.

“ nicht ein- “ nicht ein-

fach zshgd. fach zshgd. )

_ g /X

‘ einfach zshgd., / zshgd. &
nicht zshgd. einfach zshgd. ‘

Beispiel 4.4.4. Konvexe Teilmengen X C C sind (wegzusammenhéngend und) einfach
zusammenhéangend. Dabei heifft X C C konvex, falls fiir je zwei Punkte z1, 29 € X auch
die Verbindungsstrecke [z1, zo] in X enthalten ist. Eine Homotopie zwischen zwei beliebigen
Wegen 7,71 : [a,b] — X ist gegeben durch

H:a,b] x [0,1] = X, (t,s) — (1 — s)7(t) + s71(1).

Allgemeiner sind sternférmige Teilmengen X C C (wegzusammenhéngend und) einfach
zusammenhéangend. Dabei heiftt X C C sternférmig, falls es einen Punkt w € C gibt, so

sternformig

daf fiir alle z € X die Verbindungsstrecke [w, z| in X enthalten ist.
Konvexe Mengen sind sternformig. Fiir einen beliebigen Weg v : [a,b] € X ist

Hy i [a,b] x [0,1] = X, (¢,8) — (1 —s)y(t) + sw
eine Homotopie zwischen v und dem konstanten Weg auf w.

6In den Lehrbiichern wird zusitzlich wegzusammenhiingend vorausgesetzt. In der Forschungslite-
ratur weitet man nach Bedarf die Definition nachtréaglich auf nicht wegzusammenhingende Mengen aus,
indem man verlangt, daf jede Wegzusammenhangskomponente einfach zusammenhéngend ist — was auf
unsere Definition hinauslduft. In der Forschungsliteratur wird daher jetzt oft statt der konventionellen
Definition beides explizit gefordert. Wer sich von Euch daran stort, der kann die konventionelle Definiti-
on benutzen. Alle Aussagen bleiben richtig. Eins der vier Bilder miisste man dann etwas umstindlicher
beschreiben.
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Insbesondere sind die Gebiete” C (konvex) und C \ R« (sternférmig) einfach zusam-
menhéngend.

Korollar 4.4.5. Sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und f : G — C
holomorph. Dann besitzt f eine Stammfunktion auf G.

BEWEIS. Da alle geschlossenen Wege in G per Definition nullhomotop sind, folgt aus
der Homotopieinvarianz (Korollar 4.4.2.(c)), daf Wegintegrale von f entlang geschlossenen
Wegen verschwinden. Mit anderen Worten ist f wegunabhéngig integrierbar. Die Behaup-
tung folgt aus Satz 3.4.4. O

Dieses Korollar zeigt, daf die Funktion f(z) = 1 auf jedem einfach zusammenhén-

genden Gebiet G C C\ {0} eine Stammfunktion besitzt. In Ubung 3.4 haben wir die
Logarithmusfunktion auf G = C \ R<, angegeben.

Korollar 4.4.6. Sei U C C offen. Jede holomorphe Funktion f : U — C besitzt lokal
eine Stammfunktion. D.h. fir alle z € U existiert eine offene Umgebung V, C U, so
daf fiv, eine Stammfunktion besitzt.

BEWEIS. Jeder Punkt z € U, besitzt (per Definition) eine offene Scheibe V, := B._(z),
die in U enthalten ist. Da diese (konvexe) Scheibe wegzusammenhéngend und einfach
zusammenhéngend ist, folgt die Behauptung aus dem letzten Korollar. U

Ubung 4.4. Sei G € C\ {0} ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit 1 € G. Zeige:

(a) Es gibt genau eine Stammfunktion von f(z) = £, die bei 1 den Wert 0 annimmt.

Wie hingt diese Stammfunktion mit der Logarithmusfunktion aus Ubung 3.4 zu-
sammen?

(b) Es gibt genau eine Wurzelfunktion auf G, d.h. genau eine stetige Funktion W :
G — Cmit W(z)? = z fiir alle z € G, die bei 1 den Wert 1 annimmt. Wir schreiben
Vzi=W(z).

(¢c) Die Wurzelfunktion erfiillt i.A. nicht /zw = /z-y/w fiir alle z, w € G mit zw € G.
Es gilt aber /zw = +/z - Jw.

(d) Es existiert keine stetige Wurzelfunktion auf ganz C.

(e) Wo ist der Fehler beim vermeintlichen Widerspruch

—1==vV=1-vV=1=+/(-12=1(?)

"D.h. offen und wegzusammenhingend (siche Definition 3.4.3).






KAPITEL 5

Die CAucHYysche Integralformel und Anwendungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der CAUCHYschen Integralformel und ihren
diversen Anwendungen.

5.1. Die CAUCHYsche Integralformel

Der folgende Satz ist aus der Perspektive der reellen Analysis wahrlich verbliiffend. Er
zeigt einmal mehr, wie starr holomorphe Funktionen sind.

Satz 5.1.1 (CAuCHYsche Integralformel (fiir Kreisscheiben)). Seien U C C offen und
f : U — C holomorph. Weiter sei B,(zy) eine offene Kreisscheibe um zy vom Radius r > 0,
die mitsamt ihres Randes 0B, (zo) in U liegt. Dann gilt fir alle z € B,(2o)

f(z)zi,/ &dg.

270 JoB, (z0) (—z

Insbesondere ist die holomorphe Funktion f im Inneren der Kreisscheibe durch die Werte
auf dem Rand bereits festgelegt.

BEWEIS. Zunéchst nutzen wir die Homotopieinvarianz des Wegintegrals aus, und wéah-
len uns einen geeigneteren Integrationsweg. Dazu sei ¢ > 0 derart, dall B.(z) C B,(20).
Dann ist v := 0B.(2) frei homotop zu 0B, (2) in U und wir integrieren ab jetzt iiber ~y

H/ \h

\‘)‘B ‘

Dann schreiben wir das Integral um:

o = | e g |

Fiir den zweiten Summanden rechnen wir wie im Hauptbeispiel 3.2.2 nach

L[ ), f&) L
2_7ri/7C—de_ 27i lg—zdc_f<z)’

33




Ende
Vorl. 5
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Also bleibt zu zeigen, daf der erste Summand 5= 2m f f¢ f [O=/(z) 2 —22d¢ Null ist. Sein Integrand ist
holomorph auf U\ {z} und in z stetig fortsetzbar durch f’ (z). Somit hat die Funktion ¢

% ‘ auf dem Kompaktum B, (zp) ein Maximum A und wir erhalten nach Lemma 3.4.2
die Abschétzung
fO) =1z dC < M- 2me .
(—=z ~~
)
Wir schicken ¢ — 0 und erhalten die Behauptung. O

BEMERKUNG 5.1.2. Wir sind im Kontext von Satz 5.1.1. Ist z ¢ B,(z), so ist der
Integrand ¢ — ( holomorph in einer Umgebung von B, (z) und

1 S© e —
27 /aBr(ZO) ¢ — ,zdC =9,

nach dem CAUCHYschen Integralsatz.

Die erstaunliche CAUCHYsche Integralformel, selbst ein Korollar des CAUCHYschen
Integralsatzes, hat natiirlich weitreichende Folgen, die uns bis zum Ende der Vorlesung
beschiftigen werden. Wir fangen mit einem einfachen Beispiel an.

Beispiel 5.1.3. Wir bleiben im Kontext von Satz 5.1.1. Ist f holomorph auf U und
konstant auf dem Rand 0B, (z), so ist f konstant auf dem Abschlufs B,(zp). Dies folgt
unmittelbar aus der CAUCHYschen Integralformel.

Folgende Aufgabe zeigt die Anwendbarkeit aber auch die Grenzen der CAUCHYschen
Integralformel.

Ubung 5.1. Bestimme die Wegintegrale

sin(z) 1 1/¢
L
/|Z_13 CrnG—D0" 2mifgul-2"

Wann ist die CAUCHYsche Integralformel anwendbar? Kann man bei der CAUCHYschen
Integralformel auf die Holomorphie im Inneren von B,(zy) verzichten?

Ubung 5.2. Sei g: C — C,z — 7> und S' = {z € C | |2| = 1} = 9B,(0). Zeige: Es
gibt keine holomorphe Funktion f: C — C mit fig1 = g;s1.

5.2. Mittelwertsatz, Maximums- und Minimumsprinzip

Der Beweis der CAUCHYschen Integralformel zeigt, dafs die offene Kreisscheibe B,(zp)
durch ein beliebiges einfach zusammenhéngendes Gebiet B ersetzt werden kann, welches
samt seines (in U nullhomotopen) Randes 0B in U enthalten sein muk. Ist B aber die
im Satz angegebene Kreisscheibe B, (z) und z = 2, das Zentrum, so vereinfacht sich die
Formel weiter:
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Korollar 5.2.1 (Mittelwertsatz). Sei U C C offen, f : U — C holomorph und
B,(z0) C U fiir ein zg € U und ein r > 0. Dann ist

21
f(z0) = i/ f (zo + reit) dt,
0

2

d.h. der Wert von f an zq ist der Mittelwert der Funktionswerte auf dem Rand der Kreis-
schreibe.

BEWEIS.

1 2 1 2m )
f(z0) = — —f (20 + et creltdt = f (20 + re™) dt.

2mi J, reit o

U

Dieser scheinbar harmlose Spezialfall ist alles was wir brauchen um das méchtige Maxi-
mumsprinzip fiir holomorphe Funktionen zu beweisen.

Satz 5.2.2 (Maximumsprinzip). Sei U C C offen, f : U — C holomorph und z, ein
Punkt in U, an dem |f| ein lokales Maximum hat. Dann ist f bereits auf einer Umgebung
von zo konstant.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert ein R > 0, so dafs die Funktion | f| eingeschréinkt

auf Br(z9) C U ihr globales Maximum in zy annimmt. Nach dem Mittelwertsatz (Korol-
lar 5.2.1) gilt fir 0 <r < R

1
—/ zo—l—re dt
2w
<l f (20 +re)|dt
27
) 1
__ Zo‘dt
|f Zo

Somit ist diese Ungleichungskette eine Kette von Gleichheiten. Wegen Gleichheit bei (*)
und der Stetigkeit von |f] folgt, dak |f(z0)| = |f(20 + re')| fiir alle 0 < r < R alle und
t € R. D.h. |f] ist konstant auf Bg(zp). Wir konnen annehmen, daf f(zp) # 0 ist, sonst

waren wir fertig. Da die normierte Funktion ‘ ’ = 1 erfiillt, folgt die Behauptung aus

f
) f(zo0)
Ubung 2.4.(c). O

Aus dem Maximumsprinzip folgern wir das analoge Minimumsprinzip.

Satz 5.2.3 (Minimumsprinzip). Sei U C C offen, f : U — C holomorph und z, ein
Punkt in U, an dem |f| ein lokales Minimum ungleich Null hat. Dann ist f bereits auf
emner Umgebung von zg konstant.

BEWEIS. Die Voraussetzung erlaubt das Anwenden des Maximumsprinzips auf % [l



36 5. DIE CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL UND ANWENDUNGEN

Bei jeder Nullstelle einer holomorphen Funktion f hat | f| eine Nullstelle, die gleichzeitig
ein lokales Minimum ist. Dies zeigt, dals bei der Formulierung des Minimumsprinzips auf
die Voraussetzung f(zp) # 0 nicht verzichtet werden kann.

Das Maximums- bzw. Minimumsprinzip laft sich etwas pragnanter formulieren.

Korollar 5.2.4 (Holomorphe Funktionen nehmen ihr Betragsmaximum auf dem Rand
an). Sei U C C offen und beschrinkt und f : U — C eine stetige Funktion, die auf U
holomorph ist. Dann wird das absolute Betragsmazimum von f auf dem Kompaktum U auf
dem Rand OU angenommen. Die analoge Aussage gilt fiir das Betragsminimum, solange
es von Null verschieden ist.

BEWEIS. Fiir den Beweis brauchen wir eine verschérfte Formulierung des Maximums-
prinzips (Satz 7.2.3), die wir spéter beweisen werden. O

Ubung 5.3. Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Zeige: Hat
Re f (bzw. Im f) an 2y € U ein lokales Maximum, so ist f auf einer Umgebung von z
konstant.

5.3. Erster Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra

Die Stéarke dieser Prinzipien deutet sich dadurch an, daf ein einfacher Beweis des Fun-
damentalsatzes der Algebra in unsere Reichweite gelangt ist.

Satz 5.3.1 (Fundamentalsatz der Algebra, 1. Beweis). Jedes nicht-konstante kompleze
Polynom hat eine Nullstelle in C.

BEWEIS. O.B.d.A. diirfen wir f(z) = 2" + a,_12""' + -+ + a¢ normiert mit n > 0
annehmen. Die Ungleichung

Qp— a n A — a
|f(Z)|:|Z|n 1+ 1—|——|——2’2|Z| . 1_u ..... 4
z 2 2] 2]

—1 fiir |z]—o0

besagt, dak |f(z)|] — oo fir |z| — oo. Insbesondere existiert ein R > 0 mit |f(z)| >
|f(0)| fur alle |z| > R. Das bedeutet aber, daf das auf ganz C holomorphe Polynom f

auf Br(0) sein Betragsminimum auf dem Rand 0Bg(0) nicht annimmt. Dies wiirde dem
Minimumsprinzip widersprechen, es sei denn f besitzt eine Nullstelle in Bg(0). U



KAPITEL 6

Potenzreihen und der Entwicklungssatz von CAUCHY-TAYLOR

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere erstaunliche Eigenschaft holomorpher Funk-
tionen beweisen: Holomorphe Funktionen sind analytisch, d.h. sie sind lokal in eine Potenz-
reihe entwickelbar. Insbesondere sind holomorphe Funktionen unendlich oft komplex diffe-
renzierbar. Fiir hohere Ableitungen werden wir eine Verallgemeinerung der CAUCHYschen
Integralformel beweisen.

6.1. Komplexe Potenzreihen

In diesem Abschnitt wiederholen wir u.A. wichtige Eigenschaften von Potenzreihen, die
im Komplexen ihre Giiltigkeit behalten.
Der Konvergenzradius einer Potenzreihe um z; € C

f(2) =) ar(z—2)" (a4 €C)

ist definiert als
R := sup{|z — 20| | f konvergiert in 2z} € R>q U {o0}.

Aus dem Majorantenkriterium folgt, dafs f(z) fiir alle z € C
mit

e |z — zg| < R absolut konvergiert; [
o |z — z| > R divergiert.

Wie die harmonische Reihe ZZO:() % zeigt, kann man fiir den abs. konvergent
Kreisrand |z — 29| = R keine solche Aussage machen. Ent- 2
sprechend nennen wir Br(zy) den Konvergenzkreis der Po- o R
tenzreihe.

Fiir den Konvergenzradius leitet man aus dem Wurzelkri-
terium die CAUCHY-HADAMARD Formel

R:

divergent
1

lim supy, o0 {/[ax|

her. Das Quotientenkriterium liefert eine handlichere Formel, die aber etwas eingeschréank-
ter einsetzbar ist.

Proposition 6.1.1. Sei f(z) = Y ;2 ar(z — 20)" eine kompleze Potenzreihe, so ist

R = lim |-

k—o00

i

Ap+1
37
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vorausgesetzt der Grenzwert existiert im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne (d.h. in
RZO U {OO})

BEMERKUNG 6.1.2. Die Potenzreihe f(2) = Yo, ar(z—z)" ist auf jedem Kompaktum
K C Bpg(zo) gleichméfig konvergent und somit auf jeder (offenen) Kreisscheibe B, (zp) mit
Radius r < R.

Lemma 6.1.3. Eine Potenzreihe f(z) = Y oo ax(z — 20)* hat denselben Konver-
genzradius wie die daraus durch gliedweises Differenzieren gebildete Potenzreihe g(z) =
S kag(z — z0)F L

BEWEIS. Wir zeigen, dak der Konvergenzradius von g durch den von f nach unten
beschriankt ist. Eine analoge Argumentation mit f und ¢ in vertauschten Rollen zeigt die
andere Ungleichung. Sei also 2z’ aus dem Konvergenzkreis von f. Dann zeigen wir, dafs fiir
alle z € C mit |z — 29| < |2’ — 20| die Potenzreihe g absolut konvergiert. Wir diirfen 2’ # 2
annehmen und betrachten die Reihe der Absolutbetriage

" (2 — z)k 1

[e.o] o0
o]

1
> |kar(z — z0)* | = EEenh > far(z' = 20)"| -

k=1 k=1

Da f bei 2’ absolut konvergiert, ist der erste Faktor |ak(z’ —2z)F ‘ eine Nullfolge, und kann
daher durch eine Konstante M > 0 nach oben abgeschitzt werden. Und da nach Voraus-

z—20
z'—2zo

< 1 ist, konnen wir schlieklich die obige Reihe der Absolutbetriage

Ry
;|kak(z S |2/ —Zo| Z (k+1

abschitzen. Nach dem Quotientenkriterium ist der rechte Ausdruck wegen ¢ < 1 endlich
und die Behauptung ist bewiesen. U

setzung ¢ =
durch

In diesem Abschnitt wollen wir noch den Satz beweisen, dal Potenzreihen in ihrem
Konvergenzkreis holomorph sind und dort gliedweise differenziert werden kénnen. Dazu
brauchen wir noch die ndchste Proposition. Sie besagt, daf die komplexe Differentiation
und die Grenzwertbildung unter gewissen Voraussetzungen vertauschbar sind. Da es sich
hier um die Vertauschbarkeit mit der komplexen Differenzierbarkeit handelt, ist die Aussage
durch keinen Satz der reellen Analysis abgedeckt.

Proposition 6.1.4. Sei U C C offen und (f,,) eine Folge holomorpher Funktionen auf
U, die punktweise gegen eine Funktion f : U — C konvergiere. Weiter seien die Ableitungen
fl stetig auf U und ihre Folge (f) auf U gleichmdfig konvergent. Dann ist f holomorph
auf U und lim,,_, f = f'.

BEWEIS. Setze, wie iiblich, x = Rez, y = Imz, v, = Re f,, v, = Im f,,, u = Re f
Qunp

und v = Im f. Nach dem reellen Vertauschungssatz gilt lim,, ., G2 = 8“ . Da die Folge

(%L;) nach Voraussetzung auf U gleichméfig konvergiert, ist ihre Grenzfunktlon ~ stetig

auf U. Dasselbe gilt fiir die drei anderen partiellen Ableitungen. Daraus folgt, daf& f=

u + v total differenzierbar auf U ist. Da die vier partiellen Ableitung 81;", agy”, ‘95’;, %L;
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der holomorphen Folgengleider f, die CAUCHY-RIEMANN Differentialgleichung erfiillen,
erfiillen ihre Grenzfunktionen g“, gZ’ gi, oy sie ebenfalls und f ist holomorph. Daraus folgt,

i, = i 22 i — 224 92 = ;
Nun kommen wir zum angekiindigten Satz.

Satz 6.1.5. Jede Potenzreihe f(z) = > poyar(z — 20)* ist auf threm Konvergenzkreis
holomorph mit komplexzer Ableitung f'(z) = > oo kag(z — z9)F 1.

BEWEIS. Nach Lemma 6.1.3 haben die Potenzreihen f(z) = >_.° ar(z — 20)" und
g(z) = > 7, kax(z — 2z9)F~! den gleichen Konvergenzradius R. Nach Bemerkung 6.1.2 kon-
vergieren beide Potenzreihen sogar gleichméfig auf jeder Kreisscheibe B,.(z) fiir alle r < R.
Proposition 6.1.4 auf die Partialsummen von f und g angewandt liefert die Behauptung
fiir B, (zp). Schlieklich lassen wir » — R streben. g

Beispiel 6.1.6. Betrachte die Potenzreihe

k=1

mit Konvergenzradius R = 1 um zy = 1. Nach Satz 6.1.5 erhalten wir die Ableitung f'(z)
durch gliedweises Differenzieren

f1(2) =3 (=1 =2 (== (-2 = ﬁ -+

Die letzten beiden Gleichheitszeichen gelten natiirlich nur im Konvergenzkreis. D.h. die
holomorphe Funktion f ist eine Stammfunktion von %, die bei 1 den Wert 0 annimmt. Nach
Ubung 4.4 ist f eindeutig und gleich der Logarithmusfunktion log aus Ubung 3.4, allerdings
nur auf dem Konvergenzkreis B;(1). Letzteres ist nicht erstaunlich, da log z im Nullpunkt
singuldr ist (und somit dort nicht stetig fortgesetzt werden kann). Eine Potenzreihe f(z)
um 2y = 1 fiir log 2z kann also 0 in ihrem Konvergenzkreis nicht enthalten.

)kl

Zkl (2 —1)*
*®«<————
0 \1 R=1
log 2z

log 2z
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6.2. Identitatssatz fiir Potenzreihen

In diesem kurzen Abschnitt zeigen wir, daf eine Potenzreihe durch ihre Grenzfunktion
eindeutig bestimmt ist. Wie wir spéater sehen werden, ist dies der wahre Grund fiir die
Starrheit holomorpher Funktionen.

Lemma 6.2.1 (Isoliertheit von Nullstellen). Sei f(z) = > oo ar(z — 20)* eine Po-
tenzrethe mit Konvergenzradius R > 0. Entweder sind alle a, = 0 oder es existiert ein
0<r<Rmit f(z) #0 fir alle z € B.(20) \ {20}

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist m = min{k | ax # 0} < co und f(z) = (z — 29)™¢g(z)
mit g(z) = Y pe g ak+m(z — 20)". Die Potenzreihe g hat denselben Konvergenzradius R. g(z)
ist stetig in Br(zp) mit g(20) = am # 0. Also existiert ein 0 < r < R mit g(z) # 0 fiir alle
z € B,(zp) und somit f(z) # 0 fiir alle z € B,.(20) \ {20} d

Satz 6.2.2 (Identititssatz fiir Potenzreihen). Seien f(z) = Y oo, ax(z — 20)" und
g(2) = Yope bk(z — 20)F zwei auf B,(z) # O konvergente Potenzreihen. Existiert eine

Folge (¢,) aus B,(20) \ {20} mit (, = 20 und f(¢,) = g(G) fiir alle n, so ist ar, = by, fir
alle k € Ny.

BEWEIS. Die Potenzreihe h := f —g = > .77 (ax — br)(z — 20)"
konvergiert ebenfalls auf B,(2). Falls nicht alle aj, = by, so garantiert die

Isoliertheit von Nullstellen (Lemma 6.2.1) die Existenz eines 0 < r < p oy P

mit h(z) # 0 fir alle z € B,.(z0) \ {20}. Wegen (, — 2 existiert ein fa

no € Nmit (,, € B.(z0)\{20}. Dafiir gilt dann h((,,) # 0. Widerspruch. R y
O

Die folgende Definition ist schon fast iiberfillig.

Definition 6.2.3. Sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heifst analytisch,
falls sie sich um jeden Punkt 29 € U in eine Potenzreihe Y - ax(z — 2p)* mit positivem
Konvergenzradius R entwickeln 1aft, d.h. f(z) = Y77, ax(z — 20)* fiir alle z € Bg(z).

Nach dem Identitatssatz ist die Potenzreihe von f um 2z, eindeutig bestimmt. Dies
werden wir gleich anders folgern kénnen.

6.3. Der Entwicklungssatz von CAUCHY-TAYLOR

Korollar 6.3.1 (TAYLOR-Formel fiir Potenzreihen). Sei f(z) = >, ar(z — 20)" eine
Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f auf ihrem Konvergenzkreis Br(z) be-
liebig oft komplex differenzierbar. Weiterhin kinnen alle komplexen Ableitungen f*) glied-
weise berechnet werden und

F®) ()

k!

ap =
Insbesondere gilt die TAYLOR-Formel

) (2, )
fo = R )

k=0
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fiir alle z € Bg(zp).

BEWEIS. Durch Induktion erhdlt man mit Satz 6.1.5, daf jede héhere komplexe Ablei-
tung f* von f als Potenzreihe mit Konvergenzradius R existiert, und durch gliedweises
Differenzieren der Potenzreihe f*~1) berechnet werden kann. Wir erhalten

F® (2 Zﬁé—l (C=Ek4+1) - ar(z — 2) "

Einsetzen von z = 2y ergibt f*)(zy) = k! - a. O

Der néchste Satz ist eins der vielen Wunder der Funktionentheorie. Er besagt, dafs
holomorphe Funktionen bereits analytisch sind. Das ist in der reellen Analysis natiirlich
falsch. Eine differenzierbare Funktion ist nicht mal notwendigerweise stetig differenzierbar,
geschweige denn zweimal differenzierbar. Und selbst eine unendlich oft differenzierbare
Funktion ist nicht notwendigerweise analytisch. Z.B. ist die berithmte reelle Funktion

g9()

— —— g(ﬂ@)z{ ¢E, a0

\ / O, z=0

T

iiberall unendlich oft differenzierbar, aber in' xy = 0 nicht analytisch, da g (0) = 0
fiir alle & > 0 ist, womit die TAYLOR-Reihe identisch verschwindet und nur in 0 mit ¢
{ibereinstimmen kann?. Man kann sogar beziiglich eines geeigneten Mafes zeigen, daf bis
auf eine Nullmenge, jede unendlich oft differenzierbare reelle Funktion nirgends analytisch

ist!

aBT(ZO (20)

O

o

Satz 6.3.2 (Entwicklungssatz von CAUCHY-TAYLOR). Holomorphe Funktionen sind
analytisch. Genauer, sei U C C offen und f : U — C holomorph. Fiir ein beliebiges zg in U
definiere r(zg) := sup{r > 0| B.(z0) C U} € (0,00|. Dann ist f um zy in eine Potenzreihe

Lund nur da
2g(x) > 0 mit der Ausnahme z = 0.
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(ndmlich ihre TAYLOR-Reihe)

=, ) (2, .
o= B )

k=0

entwickelbar mit Konvergenzradius R(z9) > r(2). Die hoheren komplexen Ableitungen von
f an zy geniigen der CAUCHY schen Koeffizientenformel

f(k)(zo): k!/a Ldg

% Bi(z0) (C - Zo)k+1
fir ein beliebiges r < 1(2p).

BEWEIS. Fiir z € B,(29) gilt nach der CAUCHYschen Integralformel (Satz 5.1.1)

1 f(¢ 1 f(¢ 1
f(z):—,/ ()d — 5 () mdg
271 9B (z0) (—=z 2m 9Br(20) C—2 1-— —2
Da ‘%‘ = _|Z_TZO| =: ¢ < 1 fiir alle ¢ € 9B,(z), diirfen wir den zweiten Faktor des

Integranden durch seine geometrische Reihenentwicklung ersetzen und erhalten

1 fO ~(z—2)"
/) _%/83420)(—20 Z (C—Zo> 4

k=0

_L = f(©) (Z—Zo)k
_27Ti/837.(zo)kz_;<—zo ¢ — 20 de.

Entlang des kompakten Integrationsweges 0B, (z) ist Cfé (als Funktion in {) betragsméfig

)
20

beschréankt und Z:—jg’ = ¢ < 1 konstant. Daher konvergiert die Potenzreihe gleichmifig?

in ¢ und wir diirfen Integration und Summation vertauschen. Nach Vereinfachung erhalten
wir eine Potenzreihenentwicklung von f um z

(1 f(©) K
f(z) = (— / ————d( | -(z — 20)".
) ;0 27 JoB, (s) (€ — 20)F ! ( 0)
unabhér:grig von z
Der Rest folgt aus der TAYLOR-Formel fiir Potenzreihen (Korollar 6.3.1). U

6.4. Anwendungen: Satz von GOURSAT und Verallgemeinerte CAUCHYsche
Integralformel

Korollar 6.4.1 (Satz von GOURSAT). Holomorphe Funktionen sind beliebig oft kom-
plex differenzierbar.

3da sie durch ein Vielfaches einer geometrischen Reihe > reo Mg* betragsméRig nach oben abgeschéitzt
werden kann.
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Aufgrund der Homotopieinvarianz des Wegintegrals kommt es bei der obigen CAUCHY-
schen Koeffizientenformel nicht darauf an, dafs z; im Mittelpunkt des Integrationskreises
liegt. Wir kénnen z, durch jeden Punkt z in B,(zy) ersetzen und erhalten eine exakte
Verallgemeinerung der CAUCHYschen Integralformel (Satz 5.1.1).

Satz 6.4.2 (Verallgemeinerte CAUCHYsche Integralformel (fir Kreisscheiben)). Seien
U C C offen und f : U — C holomorph. Weiter sei B.(zq) eine offene Kreisscheibe um
2o vom Radius r > 0, die mitsamt ihres Randes 0B,(zo) in U liegt. Dann gilt fir alle

z € By(20)
f(k)(z) — E/B Ld(.

27 o, () (¢ — 2)FH

Insbesondere ist die holomorphe Funktion f und ihre holomorphen Ableitungen f*) im
Inneren der Kreisscheibe durch die Werte von f auf dem Rand bereits festgelegt.

Beispiel 6.4.3. Es ist schon im Reellen klar, warum die geometrische Reihe > | z*
keinen Konvergenzradius > 1 haben kann. Die Reihe konvergiert in ihrem Konvergenzbe-
reich nun einmal punktweise gegen ﬁ und bei z = 1 liegt eine Singularitét vor.

C

1

—
I
8

1 —1

Bei der TAYLOR-Reihenentwicklung von ﬁ um o = 0 ist es zundchst merkwiirdig,
daf der Konvergenzradius 1 ist, obwohl die Funktion tiberall auf der reellen Achse sogar
unendlich oft differenzierbar, ja sogar analytisch ist. Der Entwicklungssatz von CAUCHY-
TAYLOR verschafft jetzt Klarheit: Die rationale Funktion 7 ist auf C\ {7, —i} holomorph.
Die TAYLOR-Reihe um zy = 0 hat den Konvergenzradius 1. Dagegen hat die um z5 = 1

bzw. zg = —1 den Konvergenzradius V2.

Ubung 6.1.
(a) Bestimme das Wegintegral

[
o—1j=s (2 + )42 = 3)
fiir a,b € N.

. . . 1 .
(b) Bestimme den Konvergenzradius der TAYLOR-Reihe von ——s———— um z, = 0,
To = 1 bzw. 2y = 2.

. . . 5_
Hinweis: Was ist % 711?
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¢) Bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihe _ z" wobei
B den K dius der P h e, (k)z" wob
p(k) = [(Z/kZ)"| = {0 € {1,... k} | ggT(L k) = 1}|
die EULERsche ¢-Funktion ist.

Ubung 6.2. Fiir 2 € C\ R, definiere fiir a € C die komplexe Potenz

S0 . ealogz’

mit log aus Ubung 3.4.
Beweise fiir |z| < 1 die verallgemeinerte binomische Formel

(14 2)" = i (Z) o

k=0
Fnd wobei (Z) = w der verallgemeinerte Binomialkoeffizient ist.
nde ‘
Vorl. 7 Bevor wir diesen Abschnitt abschlieffen, wollen wir noch eine extrem niitzliche Abschét-

zung beweisen. Sie ist eine Verallgemeinerung des Maximumsprinzips.

holomorph und B,(zy) C U mit r > 0. Dann gilt

19 )| gk—' max |f()]

|z—z0|=r

Lemma 6.4.4 (Abschitzung der TAYLOR-Koeffizienten). Sei U C C offen, f : U — C

fiir alle k € Ny.

BEWEIS.
(k) k! f(2) .
‘ f (zo)‘ =|— — 747 (Entwicklungssatz von CAUCHY-TAYLOR)
27 JoB,(z0) (2 — 20)
k! f(z)
< %277'7" ~ \zg%fir CEE (Lemma 3.4.2)
k!

= — - max |f(2)|

rk |z—zo|=r

6.5. Charakterisierung der Holomorphie
Der Satz von MORERA ist eine Umkehrung des Satzes von CAUCHY.
Satz 6.5.1 (Satz von MORERA). Sei U C C offen und f : U — C stetig mit

/ fdz =0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C U.
0A

Dann st f holomorph.



6.5. CHARAKTERISIERUNG DER HOLOMORPHIE 45

BEWEIS. Da die Holomorphie eine lokale Eigenschaft ist, darf man ohne Einschrankung
annehmen, daf U eine offene Kreisscheibe B,(zy) ist. Verfahre analog zum Beweis des
Satzes 3.4.4 und konstruiere eine (holomorphe) Stammfunktion von f. Die Behauptung
folgt dann aus dem Satz von GOURSAT (Korollar 6.4.1). 0

Der folgende Satz bzw. die folgende Offenbarung ist eine Zusammenfassung der bishe-
rigen Einsichten. Er betont einmal mehr, wie speziell holomorphe Funktionen sind. Fiir
dessen Formulierung brauchen wir noch eine Definition.

Definition 6.5.2. Sei U C C offen und f : U — C stetig. f heifst lokal wegunab-
hangig integrierbar, falls es um jeden Punkt z € U eine offene Umgebung V, gibt, so
dals fjy, wegunabhéngig integrierbar ist.

Satz 6.5.3. Sei U C C offen f: U — C stetig. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(a) [ ist holomorph.

(b) f ist reell total differenzierbar und erfillt' die CAUCHY-RIEMANN Differential-
gleichunyg.

(¢) f ist unendlich oft komplex differenzierbar.

(d) f ist analytisch.

(e) f besitzt lokal eine Stammfunktion.

(f) [ ist lokal wegunabhingig integrierbar.

(9) f7 fdz =0 fir jeden in U nullhomotopen (geschlossenen) Weg ~.

(h) [5n fdz =0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C U.

(i) Fir alle B.(z0) C U gilt

_ 1 f(©) )
f(z)= 5 /{)Br(zo) CTZdC fiir alle z € B,(z).

BEWEIS.

e Die Aquivalenz von (a) und (b) ist Inhalt des Satzes 2.2.4.

e Satz 6.1.5 liefert (d) = (c). Die Implikation (c) = (a) is trivial. Die Richtung (a)
= (d) ist die Aussage des Entwicklungssatzes von CAUCHY-TAYLOR (Satz 6.3.2).

e Die Implikation (a) = (e) liefert Korollar 4.4.6. Die Riickrichtung (e) = (a) folgt
aus dem Satz von GOURSAT (Satz 6.4.1), da f als Ableitung ihrer holomorphen
lokalen Stammfunktionen auch holomorph ist.

e (a) = (g) ist Korollar 4.4.2.(c). Die Implikation (g) = (f) ist trivial. Satz 3.4.4
liefert schlieklich (f) = (e), da jeder Punkt in z € U eine wegzusammenhéngende
einfach zusammenhéngende Umgebung B, (z) C U besitzt.

e Der Satz von MORERA (Satz 6.5.1) ist die Richtung (h) = (a). Die Riickrichtung
(a) = (h) erledigt der Satz von CAUCHY (Satz 4.2.2).

e Von (a) = (i) ist die CAUCHYsche Integralformel (Satz 5.1.1). Der Beweis des
Entwicklungssatzes von CAUCHY-TAYLOR (Satz 6.3.2) zeigt (i) = (d).

4an jedem Punkt
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Ich schliefse dieses Kapitel mit einem Zitat ab.

In der Funktionentheorie ist jeder Tag ein Sonntag.
(PrOF. JOSEF BEMELMANS, RWTH-Aachen)



KAPITEL 7

Satz von LIOUVILLE, Identitatssatz und Gebietstreue

7.1. Der Satz von LIOUVILLE und ein zweiter Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra
Nach Defintion 2.1.1 heiftt eine Funktion ganz, falls sie auf ganz C holomorph ist.
Satz 7.1.1 (Satz von LIOUVILLE). Jede ganze beschrinkte Funktion ist konstant.
BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert ein M > 0 mit |f(z)| < M fiir alle z € C. Die

Abschétzung der TAYLOR-Koeffizienten impliziert, daf |f/(z)| < 2 fiir alle 7 > 0. Schickt
man r — 0o, so folgt f' = 0. Da C wegzusammenhéangend ist, folgt die Behauptung. [

BEMERKUNG 7.1.2. Die Funktion f(z) = z zeigt, daf man C als Holomorphiegebiet
nicht durch ein beschranktes Gebiet ersetzen kann.

Folgende Ubungen sind eine weitere Verallgemeinerung bzw. Verschirfung des Satzes
von LIOUVILLE.

Ubung 7.1. Sei f eine ganze Funktion, n € Ny und r, ¢ € R>( Konstanten derart, daft
|f(2)] < ¢|z|™ fiir alle z € C mit |z]| > r. Zeige: f ist ein Polynom vom Grad hochstens n.

Ubung 7.2. Das Bild einer ganzen nicht konstanten Funktion f ist dicht in C (d.h.
f(€)=C).

Der Satz von LIOUVILLE liefert einen zweiten einfachen Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra.

2. BEWEIS DES FUNDAMENTALSATZES DER ALGEBRA (SATZ 5.3.1). Bei dem ersten
Beweis haben wir schon gezeigt, daf es Konstanten M, R > 0 gibt, so dak |f(z)| > M fiir
alle z € C mit |z| > R. Dann gilt ‘ﬁ‘ < o fiir alle z € C mit |z| > R. Somit ist % auf
C\ Br(0) beschriankt. Wir nehmen an, das Polynom f habe keine Nullstellen in C. Dann ist
% ebenfalls ganz. Aber auf dem Kompaktum Bg(0) ist das stetige % ebenfalls beschrankt

und somit auf ganz C. Nach dem Satz von LIOUVILLE (Satz 7.1.1) ist % konstant und
damit auch f. O

7.2. Der Identitatssatz

Satz 7.2.1 (Identitétssatz, Spezielle Formulierung). Seien G C C ein Gebiet und
f : G — C holomorph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(a) f=0.

47
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(b) f(C,) =0 fir eine Folge (¢,) in G mit (,, — 20 € G und zg # ¢, fir allen € N.
(¢) Es existiert ein zy € G mit f*)(z0) = 0 fiir alle k € N.

BEWEIS. (a) = (b) ist trivial (jedes zy € G ist Haufungspunkt einer konvergenten Fol-
ge in G).
(b) = (c): Entwickle die holomorphe Funktion f in ihre TAYLOR-Reihe um den Héufungs-

punkt 2o € G (aus (b)) (Satz 6.3.2). Es gilt f(2) = >, f(kl)cgzo) (2 — 2o)F fiir alle z aus einer

offenen nichtleeren Kreisscheibe B, (z) C G. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen?,
dal (¢, € B,(zo) fur alle n € N ist. Da f((,) = 0 fiir alle n € N ist, stimmt die TAYLOR-
Reihe f(2) = > 0, f(kl)c(!zo)(z — 20)" mit der Nullreihe g(z) =0 =77, 0(z — 20)"* auf (¢,)
{iberein. Der Identitéitssatz fiir Potenzreihen (Satz 6.2.2) liefert f*)(zy) = 0 fiir alle & > 0.
(c¢) = (a): Wir miissen jetzt zeigen, dafs f(z) = 0 ist fiir alle z € G. Sei also z € G beliebig.
Wiéhle einen Weg 7 : [0,1] — G von zy nach z (d.h. v(0) = 2o und (1) = z). Ein solcher
Weg existiert, da G wegzusammenhéangend ist. Betrachte die Menge

N :={t € [0,1] | f®(y(t)) = 0 fiir alle k € No} C [0, 1].

Nach Voraussetzung ist N nicht leer, da 0 € N ist. Aufserdem ist das beschrankte N =

Nieng (fF 07) ~ ({0}) als Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen? abgeschlossen. Ins-
besondere enthdlt N ihr Maximum ¢; := max N. Angenommen t; < 1, sonst sind wir

fertig.
ﬁ\///ﬁ\\\/h
/ v(t1) ) ?\

Q\B%G/)

Der Entwicklungssatz von CAUCHY-TAYLOR (Satz 6.3.2) impliziert, daf f in einer Um-
gebung B, (y(t1)) verschwindet, insbesondere existiert ein ¢, € N mit ¢, > t;. Wider-
spruch. O

v(t

Satz 7.2.2 (Identitétssatz). Seien G C C ein Gebiet und f,g : G — C holomorphe
Funktionen. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(a) f=g.
(b) f(C) = g(¢n) fiir eine Folge (¢,) in G mit ¢, — 20 € G und zyg # (, fir alle
n € N.
(c) Es existiert ein 2o € G mit f®)(z) = g®(2) fiir alle k € Ny.

Dies ist sonst mit einer Ausnahme von endlich vielen Punkten der Fall.
2(f(’“) o 7)_1 ({0}) ist als stetiges Urbild der abgeschlossenen Menge {0} C C abgeschlossen.
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BEWEIS. Wende die spezielle Formulierung des Satzes (Satz 7.2.1) auf h :== f — g
an. U

Aus dem Identitétssatz folgern wir sofort eine Verscharfung des Maximumsprinzips.

Satz 7.2.3 (Maximumsprinzip, Verschiarfung). Sei G C C ein Gebiet, f : G — C
holomorph und zy € G ein Punkt, an dem |f| ein lokales Mazimum hat. Dann ist f
konstant auf G.

Bei der urspriinglichen Formulierung (Satz 5.2.2) konnten wir nur beweisen, daf f auf
einer Umgebung von z; konstant ist. Eine analoge Aussage gilt fiir das Minimumsprinzip.

Beispiel 7.2.4. Sei f : B1(0) — C eine holomorphe Funktion mit f(n%l) = 0 fiir alle
n € N. Da der Haufungspunkt 0 der Folge (%H) in B;(0) liegt, folgt aus dem Identitatssatz,
dafs f identisch verschwindet.

Ubung 7.3. Beweise oder widerlege:

(a) Es gibt eine ganze Funktion f mit f (1) = Ziﬂ fiir alle n € N.

(b) Es gibt eine ganze Funktion f mit f(n) = .25 fiir allen € N.
(c) Es gibt eine nicht konstante holomorphe Funktion f : C\ {0} — C mit f (%) = 0.

Ubung 7.4. Sei G C C ein z-achsensymmetrisches Gebiet, dh. z € G < zZ € G
fiir alle z € C. Definiere fiir eine holomorphe Funktion f : G — C die Funktion

ff:G—=C, z— f(2).
Zeige:
(a) f* ist ebenfalls holomorph.
(b) fRNG)CR «— f=f*
Alle aus der reellen Analysis auf C fortgesetzten holomorphen Funktionen erfiillen die

Bedingungen aus (b), etwa rationale Funktionen mit reellen Koeffizienten, exp, log, sin,
cos, und Summen, Produkte, Quotienten und Verkettungen solcher Funktionen.

7.3. Gebietstreue

Satz 7.3.1 (Gebietstreue). Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine nichtkonstante
holomorphe Funktion. Dann ist f(G) C C ein Gebiet.

BEWEIS. Stetige Bilder wegzusammenhiingender Mengen sind wegzusammenhingend?,
Es bleibt zu zeigen, daf f(G) offen ist. Sei zp € G beliebig. Wir diirfen annehmen, daf
f(20) =0, d.h. dafs zy eine Nullstelle von f ist, sonst ersetzen wir f durch die verschobene
Funktion f — f(zo). Wir wollen zeigen, daf ein m > 0 existiert, mit B,,(0) = B,,,(f(20)) C
f(G). Da die analytische Funktion f nach Voraussetzung nichtkonstant ist, existiert wegen

der Isoliertheit der Nullstelle zy (Lemma 6.2.1) ein » > 0 mit 0 ¢ f(B,(z2) \ {20}) (und

3da stetige Bilder von stetigen Wegen wieder stetige Wege sind.
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natiirlich B,(zy) C G). Insbesondere ist

0< i =:2m.
in |f(2)| =:2m
Sei nun w € B,,(0) = B,(f(20)). Wir wollen also zeigen, dak es ein ( € G gibt mit
f(¢) = w, bzw., dak die Funktion g(z) := f(z) — w eine Nullstelle ( € G hat. Fiir alle
z € 0B, (2) gilt

l9(2)] = 1f(z) —w| > |f(2)] = |w| >m.
N

>2m <m
Da aber |g(20)| = |f(20) — w| = |0 — w| = |w|] < m ist, folgt aus dem Minimumsprinzip
(Satz 5.2.3), dak g eine Nullstelle ¢ € B,(z9) C G haben muf. O

BEMERKUNG 7.3.2.

(a) Da eine eindimensionale Menge in X C C (wie etwa R,iR,S* = {z € C | |z] = 1})
nicht offen in C ist, folgt fiir ein Gebiet G C C, dak eine holomorphe Funktion
f: G — X konstant sein muf. Daraus folgt* Ubung 2.4.(b,c).

(b) Aus der Gebietstreue folgt wiederum das Maximumsprinzip (Satz 5.2.2): Sei zq €
U ein lokales Betragsmaximum der nichtkonstanten holomorphen Funktion f :
U — C. Dann ist zy ein globales Betragsmaximum der eingeschréankten Funktion
f : Bi(20) — C, fiir ein r > 0. Definiere m := |f(z)| > 0. Dann gilt f(zq) €
0B, (0) C B,(0) D f(By(20)). Somit liegt f(zp) auf dem Rand von f(B,(z0)).
Dies ist ein Widerspruch zur Gebietstreue.

m 0 ® f(20)

4Beachte, dak Ubung 2.4.(c) beim Beweis des Maximums- (Satz 5.2.2) und somit des Minimumsprinzips
einging.



KAPITEL 8

LAURENT-Reihen

Aus dem Entwicklungssatz von CAUCHY-TAYLOR (Satz 6.3.2) wissen wir, daft holomor-
phe Funktionen lokal in Potenzreihen entwickelbar sind, solange die Entwicklungspunkte
im Definitionsbereich liegen. In diesem Kapitel entwickeln wir holomorphe Funktionen
in sogenannte LAURENT-Reihen um Punkte herum, die sogar aufserhalb des Definitions-
bereiches liegen diirfen. Die Potenzreihenentwicklung hat uns erlaubt, die CAUCHYsche
Integralformel auf Ableitungen auszudehnen. Die LAURENT-Reihenentwicklung ist unser
erster Schritt zum Residuenkalkiil.

8.1. LAURENT-Reihen: Definition und erste Eigenschaften

Definition 8.1.1. Eine LAURENT-Reihe um z; € C ist die (formale) Summe von
zwei komplexen Reihen

o0 —0o0

f(z) = Z ar(z — 2)F = Z ar(z — 2)* + Zak(z — )k

k=—o00 k=-1 k=0

) J

—F (=) —fH(2)

Die Reihe f~(z) der negativen Potenzen in (z—zp) nennt man den Hauptteil und die Reihe
f1(2) den Nebenteil der LAURENT-Reihe f. Eine LAURENT-Reihe heift konvergent fiir
¢ € C, falls beide Reihen f* und f~ fiir z = ¢ konvergieren.

Als néchstes wollen wir den Begriff des Konvergenzkreises fiir LAURENT-Reihen an-
passen. Sei Rt € [0,00] der Konvergenzradius des Nebenteils f*(z) (als Potenzreihe in

k
z— zp) und 5= € [0, 00] der Konvergenzradius des Hauptteils f~(z) = > 7" a_ (ﬁ)

(als Potenzreihe in ——), sprich der Konvergenzradius der Potenzreihe Y~ a_zw* um 0.

D.h. o
e f7(2) konvergiert fiir |z — z9| < R' absolut und divergiert fiir |z — zo| > R*.
e f~(2) konvergiert fiir |z — 29| > R~ ( <~ m < 7=) absolut und divergiert fiir
|2 =20l <R (&= = > R).

Wir definieren daher:

Definition 8.1.2. Sei f(z) = >_,o__ ax(z — 2)* eine LAURENT-Reihe und R* und
R—l_ die Konvergenzradien des Nebenteils f™ und des Hauptteils f~. Dann heifit der offene
Kreisring

Br-r+(20) ={z€C| R <|z—2|<R"}
51
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der Konvergenzring der LAURENT-Reihe f. Ist RT < R~ so ist der Konvergenzring leer.

abs. konvergent

fT divergent

Bei R~ = 0 und R" > 0 erhalten wir die punktierte offene Kreisscheibe By g+(29) =
Br+(20) \ {20} Mit diesem wichtigen Spezialfall werden wir uns im néchsten Kapitel (9.
Isolierte Singularitdten) beschéftigen.

BEMERKUNG 8.1.3. Die LAURENT-Reihe konvergiert gleichméfig auf jedem abgeschlos-
senen Kreisring um 2y, der ganz im Konvergenzring liegt. Nach Proposition 6.1.4 stellt die
LAURENT-Reihe (als Summe zweier Grenzfunktionen holomorpher Funktionenfolgen) auf
ihrem Konvergenzring eine holomorphe Funktion dar. Thre komplexe Ableitung erhélt man
analog zu Satz 6.1.5 durch gliedweises Differenzieren

f'(z) = Z kag(z — 20)" 1t

k=—o00

Beispiel 8.1.4.
(a) Betrachte die LAURENT-Reihe

o0 1 (o]
=5 e L3
h—1 5o
~ =
:;f* ::f+

Es gilt Rt =1 und R~ = 0. Die LAURENT-Reihe f konvergiert auf dem Kreisring
Byp1(0) ={z € C| 0 < |z| < 1} absolut und stellt dort die (holomorphe) rationale

Funktion
1 1 1

f(z>:;+1—z:z(1—z)

dar.



8.1. LAURENT-REIHEN: DEFINITION UND ERSTE EIGENSCHAFTEN

(b) Betrachte die LAURENT-Reihe

fe) = (==Y

k=—2

mit R~ =1 und R" = oo, da ihr Nebenteil verschwindet, d.h. ihr Konvergenzring
ist Bioo = {z € C| 1 < |z|}. Bemerkenswerterweise stellt auch diese LAURENT-

Reihe auf ihrem Konvergenzring dieselbe Funktion

-y - () -2 () - F s

k=-2 k=2 k=0

z2(1—z)

_ S
Dmn Z = 2(1—2)

Frohe Weihnachten und ein erfolgreiches neues Jahr!

Ende
Vorl. 9
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8.2. LAURENT-Reihenentwicklung holomorpher Funktionen

Wir haben schon gesehen, daff LAURENT-Reihen auf ihrem Konvergenzring holomorph
sind. Wie bei Potenzreihen gilt auch die Umkehrung (in Analogie zum Satz von CAUCHY-
TAYLOR (Satz 6.3.2)).

Satz 8.2.1 (LAURENT-Entwicklung holomorpher Funktionen). Seien U C C offen
und f : U — C holomorph. Weiter seien zy € C (nicht notwendigerweise in U) und
0 < R~ < R" reelle Zahlen mit Br- r+(20) C U. Dann lifit sich f eindeutig in eine
LAURENT-Rethe

auf dem Kreisring Br- r+(20) entwickeln, deren Koeffizienten ay, durch die LAURENT-
Koeffizientenformel

( ) ap = 2_7”/2 s Wdz

fiir ein beliebiges r € (R, RY) bestimmt sind.

N
e B
- Yy
N Ve

\ P

O

o

BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zum Beweis des Satzes von CAUCHY-TAYLOR
(Satz 6.3.2). Wir fangen mit einem beliebigen Punkt 2 € Bg- p+(29) an. Nach der CAUCHY-
schen Integralformel (Satz 5.1.1) gilt

" 2mi ,C—z

fiir eine positiv orientierte Kreislinie v = 0B,(2) mit B ) C Br- r+(20).

500
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Wegen der Homotopieinvarianz des Wegintegrals konnen wir v durch den folgenden
dazu homotopen Weg 7 in Bp- g+ \ {#} ersetzen (beachte, der Integrand ist in ¢ = z im
Allgemeinen nicht definiert): Fiir r—, 7" mit R~ < r~ < |z — 29| <" < R* durchlaufe den
Kreis vom Radius 7 in positiver Richtung, dann das radiale Verbindungsstiick Richtung 2o,
dann den Kreis vom Radius ™ in negativer Richtung und schlieflich das Verbindungsstiick
in umgekehrter Richtung. Daher gilt

o J©Q) . 1 (O
f(Z) - _% /IC—zolzr Edg * 2_7” /C—z0|=r+ CTZdC

J/

TV TV
s~ st

Den Summanden st behandeln wir genauso wie im Beweis des Satzes von CAUCHY-
TAYLOR (Satz 6.3.2) und erhalten

— (1 f(¢)
st — (—/ L dC ) (2 — 2)F.
; 270 Jiczg=rt (€ — 20)FH!
Den Summanden s~ behandeln wir analog mit dem Unterschied, dafs jetzt g:—jg < 1ist

und schreiben

1 fQ 1
° 2772'/< ~z— 2 1—ﬂdg'

—zo|=r z2—20

Nach analoger Argumentation erhalten wir

T = S

Die Summe s~ +s7 ist in der Tat eine LAURENT-Reihenentwicklung von f um 2y mit Haupt-
teil s~ und Nebenteil s7. Um die Eindeutigkeit der Entwicklung und die Koeffizientenformel
(*) zu beweisen, betrachten wir eine LAURENT-Reihenentwicklung >,° _ a,(z — 20)* von

f um 2, die auf Bg- g+ (%) konvergiert. Fiir alle Radien » € (R~, R") und alle k € Z gilt

1 / f(2) 1 < / —k—1
— —dz = — 5 ay Z— 2z dz
270 |z |=r (z — 2z)FtH1 2mi P |z—20|:r( 0)

G=z—20 1 S —k—1
= — E d
27Ti a [¢|=r C C
f=—0c0
3.2.2
3.2.6.(b)
= a’k}

g

BEMERKUNG 8.2.2. Die TAYLOR-Entwicklung ist ein Spezialfall der LAURENT-Ent-
wicklung. Ist ndmlich f holomorph auf der Kreisscheibe Br+(zo) # (), so auch % fiir
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alle k < 0. Fiir ein 0 < r < R* liefert dann die LAURENT-Koeffizientenformel

1 f(2)

mdz =0 firalle k <O.

ap —

2mi |z—zo|=r

Fiir £ > 0 stimmen die CAUCHYsche (Satz 6.3.2) und die LAURENT-Koeffizientenformeln
(Satz 8.2.1.(*)) iiberein.

Beispiel 8.2.3.

(a)

Die Formel
1 d¢ B

2mi dB1(0) ¢
im Hauptbeispiel 3.2.2 ist auf zwei Arten Spezialfall einer Koeffizientenformel. Es
ist sowohl die CAUCHYsche Koeffizientenformel (Satz 6.3.2) des 0-ten Koeffizienten
ag der konstanten holomorphen Funktion f(z) =1 = \1//-20 +0-2'+0- 224+,
ag
als auch die LAURENT-Formel (Satz 8.2.1.(*)) des (—1)-ten Koeffizienten a_; der
Funktion f(z) =1 = ---+O-z‘2+\1’/-z_1—i—O-zO—i-O-zl—l—---.

1

Wie wir in Beispiel 8.1.4 gesehen haben, gibt es zwei verschiedene LAURENT-
Reihenentwicklungen um zy = 0 der Funktion f : C\ {0,1} —» C, 2z — Z(ll_z)
mit zwei disjunkten offenen maximalen Konvergenzringen By ;(0) und B »(0).
Mit Hilfe der LAURENT-Koeffizientenformel (Satz 8.2.1.(*)) sind wir jetzt in der
Lage beide Reihen zu konstruieren. Auf By;(0) integrieren wir entlang 0B 1 (0)
und erhalten

1 / 1 J
ar = — - az.
" omi =1 (1 —2)2M+2

Fir £ < —2 ist der Integrand holomorph und a; = 0 wegen des CAUCHYschen
Integralsatzes. Fiir £ > —1 wenden wir die CAUCHYsche Integralformel fiir Ablei-
tungen (Satz 6.3.2) auf die Funktion g(z) = -~ an und erhalten wegen

gP(2) = (=DF - (=1)--- (k) - a _12)k+1 _ i _kz!)kH,

= 1 und somit

_ g t) (k1)
dak ap = g(k+1)1 = (et

z:;:mzk
IO = g = 22"

k=—1

wie in Beispiel 8.1.4.(a). Die Rechnung fir By »(0) ist analog.

Ubung 8.1.
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(a) Sei f(z) = > poyarz" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Bestimme den
Konvergenzring der LAURENT-Reihe g(z) = > 72 ap2®. Fir den Fall, daf der
Konvergenzring nicht leer ist: Welche holomorphe Funktion wird durch g(z) dar-
gestellt?

(b) Bestimme die verschiedenen LAURENT-Entwicklungen der rationalen Funktion

f(z) = m auf den maximalen Konvergenzringen um zy = 0.
Nachtrag

Korollar 8.2.4 (CAUCHYsche Abschitzung fiir LAURENT-Koeffizienten). Seien U C  Vorl. 10
C offen, f : U — C holomorph und f(z) = > po__ ar(z — z0)* die eindeutige LAURENT-
Reihenentwicklung um zy € C mit Konvergenzring Br- r+(20), wobei 0 < R~ < R ist.
Fiir jeden Radius r € (R™, R") und jeden LAURENT-Koeffizienten gilt

1
jar] < - max |f(2)].

|z—z0|=r
BEWEIS.
lax| = L/ Ldz (LAURENT-Koeffizientenformel (8.2.1.(*)))
2mi |z2—zo|=r (Z - Zo>k+1
< maXlZQ—mIZl‘f(Z)‘ . or (Lemma 3.4.2)
wr
1
=L 1)l

rk |z—z0|=r

i

BEMERKUNG 8.2.5. Die CAUCHYsche Abschétzung gilt natiirlich insbesondere fiir die
TAYLOR-Koeflizienten einer Potenzreihenentwicklung.






KAPITEL 9

Isolierte Singularitaten

In diesem Kapitel wenden wir LAURENT-Reihen an, um sogenannte isolierte Singulari-
taten zu klassifizieren. Dabei geht es um das Studium von LAURENT-Reihen mit R~ = 0.

9.1. LAURENT-Reihenentwicklung isolierter Singularitaten und Ordnungen

Definition 9.1.1. Seien zp € U C C offen und f : U\{z0} — C holomorph. Der Punkt
2o heifst isolierte Singularitéat von f. Ist f die Einschrankung einer auf U holomorphen
Funktion, so redet man von einer hebbaren Singularitat.

Beispiel 9.1.2. Betrache die holomorphe Funktion

(z + i)?’e(zfz2 sin z
(z—=1)z(z+1)?

f:C\{-i,-1,0,1,i} - C, z+—

mit isolierten Singularitdten —i, —1, 0, 1 und .

sage: £(z) = (z+i) 3*exp(pi*i/(z-1)~2)*sin(z)/((z-1)*z*(z+1)"2)
sage: complex_plot( £, (-2, 2), (-2, 2), plot_points=500, figsize=[5,5] )

e Wegen der Funktionsvorschrift ist sofort klar, dafs —¢ eine hebbare Singularitit
ist.

59
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e Wegen® lim, , ; f(2) = oo = lim,_,; f(2) sind die isolierten Singularititen —1 und
1 nicht hebbar, da f dort nicht einmal stetig fortsetzbar ist. Noch fehlt uns die
Sprache, mit der wir ausdriicken konnen, dafs f bei —1 ,singulédrer” ist als bei 1.

e Wegen lim,_,o ¥22 = 1 ist f bei 0 wenigstens durch lim, o f(z) = —i*e™™ = —i
stetig fortsetzbar. Wir werden weiter unten sehen, daf 0 in der Tat eine hebbare
Singularitét ist.

e Der Grenzwert lim, ,; f(z) existiert noch nicht einmal im uneigentlichen Sinne.
Das sieht man am einfachsten, wenn man die Grenzwertbildung entlang der ima-
gindren Achse betrachtet. Diese Singularitédt bei i scheint also noch ,schlimmer*

zu sein als bei 1 bzw. —1.

Die néchste Definition préazisiert die in Anfiihrungszeichen gesteigerten Adjektive.

Ist f: U\ {2} — C holomorph, so gibt es ein R > 0 mit By r(29) C U \ {20}. Somit
existiert nach Satz 8.2.1 eine eindeutig bestimmte LAURENT-Reihenentwicklung um die
isolierte Singularitét z

f(z)= Z ar(z — 2)* mit R~ =0und R* > R > 0.
k=—o00

Dies fithrt uns zur néchsten Definition.

Definition 9.1.3. Seien zy € U C C offen, f : U \ {2z} — C holomorph und f(z) =
> one o ar(z—20)" die eindeutig bestimmte LAURENT-Reihenentwicklung um 2o mit R~ =
0. Definiere die Ordnung von f an z; durch

ord,, f:=inf{k € Z | ar # 0} € Z U {—00, 00}.

Genauer, ord,, f = —oo genau dann, wenn es unendlich viele negative k € Z gibt mit
ar, # 0. Und genau dann ist ord,, f = oo, wenn alle a;’s Null sind, d.h. wenn f in einer
punktierten Umgebung von z; identisch verschwindet.

Ende

Vorl. 10 o Ist m = ord,, f € Z-o, so heilit 2, eine Nullstelle von f der Ordnung m > 0.

flz) == flz) =22 flz)=2°
ordg f =1 ordg f =2 ordg f =3

YWir definieren lim,_,., f(z) = oo, falls lim,_,., | f(z)| = .
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e Ist m = ord,, f € Zo, so heifit z; eine Polstelle von f der Ordnung —m > 0.

f(z) = % = z—z = z—s
OI‘dO f — OI‘do f = Ol"do f =
e Ist ord,, f = —o0, so heiflt z, eine wesentliche Singularitét.
f(z) = % — e = sm =
ordo f= ordo f = —00 ordo f =

BEMERKUNG 9.1.4. Seien zy € U C C offen, f : U\ {20} — C holomorph und m :=
ord,, f. Weiter sei Y~ ax(z—z)* die eindeutig bestimmte LAURENT-Reihenentwicklung
mit R~ = 0.

(a) Genau dann ist die Ordnung m = 0, wenn f in z, stetig fortsetzbar ist mit
f(z0) := ap # 0, d.h. wenn 2y weder eine Nullstelle noch eine Polstelle oder
wesentliche Singularitat von f ist.

(b) Genau dann ist die Ordnung m > 0, wenn sich f um z in eine Potenzreihe
Sooear(z — 20)* entwickeln 1iRt. Aus der Charakterisierung holomorpher Funk-
tionen als analytische Funktionen (Satz 6.5.3) folgt: z ist genau dann eine hebbare
Singularitédt von f, wenn ord,, f > 0 ist.
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Wir wollen eine niitzliche Homomorphie-Eigenschaft der Ordnung beweisen, die ihre
Berechnung erheblich erleichtern wird. Dafiir benotigen wir noch folgende Charakterisie-
rung der Ordnung.

Proposition 9.1.5. Seien zg € U C C offen, f : U\ {20} — C holomorph und
ord,, f # +oo. Dann ist m := ord,, f € Z durch folgende Eigenschaft eindeutig bestimmit:
Es existiert eine holomorphe Funktion g : U — C mit g(29) # 0 und

f(z) =(2—20)"g(z) firalle z € U\ {2}.
BEWEIS. Sei m := ord,, f € Z. Dann ist

F2) = Y awlz—z)* fiir alle 2 € By ge(20)
k=m

o0
= (z—2z)" Z A (2 — 20)" .
k=0

J

~~

=:9(2)|B 4 (20)
Definiere die auf U holomorphe Funktion

{ S e @ksm(z — 20)F  fiir 2 € Bgr+(20)

f(2)
Goso)™ sonst.

9(2) =

Da g(z9) = am # 0 ist, ist g die gesuchte Funktion.
Umgekehrt sei g eine holomorphe Funktion mit ¢g(z9) # 0 und f(z) = (2 — z9)"¢g(z) fir
alle z € U \ {20}. Entwickle ¢ in eine Potenzreihe g(z) = > 77 bx(z — 20)* um zo. Dann ist

F) = (2= 20" bz 20) = 3 bz — 20)"
k=0 k=m

die LAURENT-Reihenentwicklung von f um zy mit R~ = 0 und ord,, f = m, da b,,_,, =
bo = g(20) # 0 ist. O

Als Folgerung erhalten wir unmittelbar:

Korollar 9.1.6 (Homomorphie der Ordnung). Seien zp € U C C offen und f,g,h :
U\ {20} — C holomorph mit ord,, f # —oo oder ord,, g # —oo und ord,, h # +00. Dann
qilt

1
w0 =T ord,, h.
BEWEIS. Wende die Charakterisierung der Ordnung (Proposition 9.1.5) auf die gegebe-

nen Funktionen an. Fiir die zweite Gleichung benutze die erste Gleichung in der Rechnung
0 =ord, 1 =ord, (h- 1) =ord,, h+ ord,, . 0

ord,,(f - g) = ord,, f +ord,, g wund ord

Das Beispiel f(z) = ex und g(z) = zMe~ % zeigt, warum die obige Einschrinkung nétig
ist.
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Beispiel 9.1.7 (9.1.2 fortgefiihrt). Betrache die holomorphe Funktion

(z+ 2')3602202 sin z

f:C\{-i,-1,0,1,i} - C, z— CESEEESIE

mit isolierten Singularitdten —i, —1, 0, 1 und .

e 2y = —i ist eine Nullstelle der Ordnung
GO
ord_; f = ord_;(z +14)* + ord_; ((z e_ 1)2(?1’2”2) =ord_;(z +14)®> + 0= 3.

=0
e Bei 1 und —1 handelt es sich um Polstellen der Ordnung 1 und 2:

_ z—l—i)?’e(;;z sin z
dy f = ordy(z — 1)+ ordy |
ord; f =ordy(z — 1) +0r1< P

N J/
N
=0

Analog;:
ord_; f =ord_;(z+1)72 = —2.

e 2y = 0 ist eine hebbare Singularitit, die keine Nullstelle ist:

: 1 3 5 2 4
ordofzordosmzzordo(— <z—z—+Z—ZF~->):ordO(zo Z—+Z—:F~~-)=O.
z

31 " 5l TR

z

) =ordy(z —1)"'+0=—1.
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e 2y =1 ist eine wesentliche Singularitit von f:

im(z—i) 2 = (im)" N\ —2k
ord; f = ord; e = ord; Z (z —1) = —o00.

k!
k=0

Ubung 9.1. Fiir welche der folgenden Funktionsvorschriften ist zy = 0 eine isolierte
Singularitat? Bestimme gegebenenfalls ord, f:

(a) f(z) = z2 . 1(?g f;
(b) g(z) = SnE+=N) .

ecos(zz)flil )

(c) h(z) = 2F- /D55 fiir k € Z und g aus (b).

Zu welcher der obigen Funktionen gehort das folgende um 0 zentrierte farbige Bild?
Lese die Ordnung bei 0 an den Farben ab.
Ubung 9.2. Seien 2, € U C C offen und f: U \ {2} — C holomorph. Zeige:
(a) Ist 2o eine Polstelle von f, so ist zy eine Polstelle der Ordnung 1 von f7/
(b) Die Funktion e/(*) hat keine Polstelle in z.
Ubung 9.3. Seien 2,...,2, € U C Coffen und f: U\ {z,..., 2,} — C holomorph.
Zeige: Ist kein z; eine wesentliche Singularitat und lim,|_,« f(2) = 0, so ist f eine rationale

Funktion f(z) = % mit zwei Polynomen p, ¢ mit degp < degq.

9.2. Der RIEMANNsche Hebbarkeitssatz und der Satz von
CASORATI- WEIERSTRASS

Satz 9.2.1 (RIEMANNscher Hebbarkeitssatz). Seien zp € U C C offen und f : U\
{z0} = C holomorph. Ist f auf einer punktierten Umgebung Bo r(z0) C U\{z20} beschrankt,
so st zy eine hebbare Singularitat.
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BEWEIS. Sei f(z) = > oo ax(z — 20)" die eindeutig bestimmte LAURENT-Reihen-
entwicklung um zy mit R~ = 0. Laut Voraussetzung existiert ein M > 0 mit |f(z)] < M
fiir alle z € By r(20). Nach der CAUCHYschen Abschétzung (Korollar 8.2.4) gilt |a,| < 2%
fiir jedes k € Z und alle 0 < r < R. Schickt man r — 0, so erhalten wir a; = 0 fiir alle

k < 0. Somit ist 2y eine hebbare Singularitét (Bemerkung 9.1.4.(b)). O

BEMERKUNG 9.2.2. Der RIEMANNsche Hebbarkeitssatz ist im Reellen falsch: Weder
lassen sich beschrankte Funktionen stetig fortsetzen, noch sind in z( stetig fortsetzbare
differenzierbare (oder sogar analytische) Funktionen in zq differenzierbar fortsetzbar. Die
Funktionen f : R\ {0} — [-1,1],z ~ sinl und g : R\ {0} — R.o,z — |z| sind
Gegenbeispiele.

/\ sin 12—0

‘ V x T

In der Tat ist im Komplexen z sini in keiner punktierten Umgebung von 0 beschrankt

]

und z — |z| = /2Z nirgends komplex differenzierbar.

Der néchste Satz erklart die Farbenexplosion in den obigen Bildern um wesentliche
Singularitdten herum.

Satz 9.2.3 (CASORATI-WEIERSTRASS). Seien 2o € U C C offen und f : U\ {2z} — C
holomorph. Dann sind dquivalent:

(a) ord,, f = —o0, d.h. z ist eine wesentliche Singularitit von f.
(b) Fiir jede Umgebung V' von zy mit V. C U ist f(V \ {z0}) eine dichte Teilmenge
von C.

BEWEIS. Sei 2y eine wesentliche Singularitat von f. Angenommen f(V '\ {20}) sei nicht
dicht in C. Dann existiert ein w € C und ein 7 > 0 mit B,.(w) N f(V \ {20}) = 0. Mit
anderen Worten

|f(z) —w| >r firalle ze V\ {z}.

Somit ist die Funktion )

f(z) —w

holomorph und ihr Betrag durch % nach oben beschriankt. Nach dem RIEMANNschen
Hebbarkeitssatz (Satz 9.2.1) laft sich g auf ganz V holomorph fortsetzen. Somit hat
f(z) = w+ le) entweder eine hebbare Singularitét in z (falls g(zp) # 0) oder einen

g:V\{20}—C, z—

Pol (falls g(z9) = 0), dessen Ordnung gleich ord,, g ist; beides im Widerspruch zur Voraus-
setzung.

Die umgekehrte Richtung sieht man wie folgt: Wére 2 keine wesentliche Singularitét, so
ware 2o entweder eine hebbare Singularitéit oder ein Pol der nicht konstanten holomorphen

Ende
Vorl. 11
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Funktion f. Im ersten Fall gilt lim,_,,, f(2) € C und im zweiten lim,_,,, f(z) = co. Dann
wére aber das Bild f(V' \ {z0}) fiir geniigend kleine Umgebungen V' nicht dicht in C. O

Man kann die Aussage des Satzes weiter verschiarfen. In Wahrheit wird hochstens ein
Punkt in C ausgelassen. Das ist Inhalt eines Satzes von PICARD, den wir nicht beweisen
werden.

Ubung 9.4. Bestimme Aut(C), d.h. die Menge aller holomorphen Funktionen f : C —
C mit holomorphem Inversen f~!.
Hinweis: Betrachte die isolierten Singularitdten der Funktion f (%) und benutze den Satz
von CASORATI-WEIERSTRASS.



KAPITEL 10

Umlaufzahlen und der Residuensatz

Unser Ziel in diesem Kapitel ist eine allgemeine Integralformel fv f(2)dz fiir holomorphe
Funktionen mit endlich vielen isolierten Singularitdten aufzustellen und zu beweisen. Man
mache sich klar, warum eine solche Formel alle bisherigen Integralformeln verallgemeinern
wird:

e CAUCHYscher Integralsatz (Satz 4.2.2);
e CAUCHYsche Integralformel (Satz 5.1.1);
e Verallgemeinerte CAUCHYsche Integralformel (Satz 6.4.2);

10.1. Umlaufzahlen

Da die holomorphe Funktion f(z) = (2 — 2)* auf C \ {20} fiir alle k € Z auRer fiir
k = —1 eine Stammfunktion besitzt, ist der Exponent & = —1 der einzig interessante Fall
(siche Beispiel 3.2.6):

Definition 10.1.1. Seien z; € C und 7 ein geschlossener Weg in C \ {zo}. Die ganze
Zahl!

ind 1 dz
1ma, =
o T o 42— 20

<Y/

heifst der Index bzw. Umlaufzahl von v um z,.

Definition 10.1.2. Sei v ein geschlossener Weg in C. Definiere das Innere von + als

Inty:={z € C\ Spur(y) | ind, v # 0}

und das Aufere von 7 als

Exty:={z € C\ Spur(y) | ind, v = 0}.

Der néchste Satz rechtfertigt den Namen ,Umlaufzahl®. Insbesondere liefert er einen
Beweis? fiir die Ganzzahligkeit der Umlaufzahl. Ohne Einschrinkung kénnen wir zo = 0
annehmen.

Satz 10.1.3. Sei vy ein geschlossener Weg in C\ {0}, der die negative Halbachse R
genau n + m mal schneidet, n-mal mathematisch positiv (hier, von oben nach unten) und
m-mal mathematisch negativ (hier, von unten nach oben).

ISjehe Ubung 3.4.(c).
2und einen Beweis fiir Ubung 3.4.(c,d).

67
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Dann ist indgy =n —m.

BEWEIS. Sei v : [0,1] — C\ {0} eine Parametrisierung des Weges. Laut Voraussetzung
gibt es n + m verschiedene Punkte ¢,... . t7 t7,... ¢t €0,1], so dak gilt:

Y 'n )

e argy(t) = m genau dann, wenn ¢t € {tf, ... tT t7, ...t}

y'n

e fiir alle s = 1,...,n wechselt vy von der oberen zur unteren Halbebene bei ¢;;
e fiir alle j =1,...,m wechselt 7 von der unteren zur oberen Halbebene bei ;.

Bezeichne mit t; < ... < t,4,, die nach Grofe sortierten Punkte t],... t5 ¢, ... t .

YV Y m

Weiter definiere to := 0 und ¢, 4,41 := 1, die Grenzen des Intervalls [0, 1]. Es gilt

n+m
d
2mi - indgy = Z / i (Proposition 3.2.3.(b))
k=0 Y Vtgtt1] z
=i nim dz (Stetigkeit des Integrals)
= lim . etigkeit des Integrals

k=0 'Y|[tk.+z~:,tk+1fs]
Wir erinnern uns daran, da die Funktion f(z) = 1 auf U_ = C\ R<, die Stammfunktion
log:U_ — C, z=|z|e" + log z := log |z| + i¢,

hat, wobei ¢ den eindeutigen Winkel von z im Intervall (—m, 7) bezeichnet. Wir erhalten
mit Lemma 3.2.5

ntm Y(th+1—¢)
2mi - indgy = ll_r}(l) Z [log z]
k=0

Y(tr+e)
n+m

=" (limlog((tier —2)) — linmlog(1(t +2)) ).

Nach der Funktionsvorschrift von log erhalten wir

log |y(te)| & im falls t, =t} fiir ein k € {1,...,n},
lir% log(v(t; Fe)) =< log|y(ty)| Fim falls t, = t; firein k € {1,...,m},
= logy(1) =log~(0) falls ¢ =mn+m bzw. { =0.

Insgesamt erhalten wir

27i - indgy = iw((n —m) — (m —n)) = 2wi(n — m).

Die néchste Bemerkung erlaubt uns Satz 10.1.3 viel flexibler einzusetzen.
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BEMERKUNG 10.1.4.

(a) Die Homotopieinvarianz des Wegintegrals impliziert, dafs zwei in C\ {2} homotope
geschlossene Wege dieselbe Umlaufzahl um z; haben miissen. Insbesondere hat ein
in C\ {z} nullhomotoper geschlossener Weg die Umlaufzahl 0 um z.

(b) Eine Drehung von C um zj liefert zu jedem geschlossenen Weg in C\ {2} einen
dazu in C\ {29} homotopen Weg. Dies zeigt, daf man jeden beliebigen Strahl
von zg aus benutzen kann, um gemaf Satz 10.1.3 die Umlaufzahl um zy zu be-
stimmen, natiirlich solange dieser Strahl der Voraussetzung des Satzes geniigt:
Der Strahl darf nur endlich viele Schnittpunkte mit dem Weg haben und jeder
Schnittpunkt muf eine einfache Uberkreuzung (und weder eine mehrfache noch
ein Berithrpunkt) sein. Zwei solche Strahlen liefern demnach dieselbe Umlaufzahl.
Man kann beweisen, daf man bei stetig differenzierbaren Wegen einen derartigen
Strahl immer finden kann. Darauf wollen wir aber nicht weiter eingehen.

ABBILDUNG 1. Umlaufzahlen, Homotopie und Homologie

Beispiel 10.1.5. Der Weg « aus Abbildung 1 unterteilt C \ Spur(y) in sieben offene
Zusammenhangskomponenten mit Vertretern z,w,a,b,c,d,e. Die Umlaufzahlen sind im
Bild angedeutet.
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BEMERKUNG 10.1.6 (Zusammenhang zu den Topologie-Vorlesungen).

(a)

Man kann sogar die Aussage von Bemerkung 10.1.4.(a) umkehren und somit fol-
gende Aquivalenz zeigen: Ein geschlossener Weg v in C \ {2} ist genau dann
nullhomotop, wenn ind,, v = 0 ist.

Fiir den Beweis braucht man den Begriff der Fundamentalgruppe aus der
Topologie-Vorlesung. Dort zeigt man, daf die Fundamentalgruppe m1(C \ {z0})
isomorph zu Z ist. Die Umlaufzahl

ind,, : m (C\ {2}) = Z

realisiert diesen Gruppenisomorphismus.

Analog liefert fiir z # w € C die Abbildung
(ind,, indy) : m (C\ {z,w}) — Z*

einen Gruppenepimorphismus von der freien Gruppe Fy = Z * Z = {a,b | ) vom
Rang 2 auf Z2. Offensichtlich kann dieser Epimorphismus kein Isomorphismus
sein (die Bildgruppe ist ABELsch). Der Kern ist genau die Kommutatorgruppe
71 (C\ {z,w})". Somit ist

Z? = 1 (C\ {z,w})/m(C\ {z,w})

=" (C\ {z,w})
=: H, (C\{z,w}Z),

die sogenannte erste Homologiegruppe von C \ {z, w} mit Werten in Z.

Der Weg ~ aus Abbildung 1 ist in C\ {z, w} nicht nullhomotop, obwohl ind, v =

ind,, ¥ = 0 sind. In der algebraischen Topologie lernt man, daf v in C\ {z,w}
nullhomolog ist, sprich, als Element der ersten Homologiegruppe Null ist. Man
kann sogar zeigen, dalt der Weg v die obige Kommutatorgruppe als Normalteiler
erzeugt; er entspricht dem Kommutator [a,b] = aba™'b~! € F}, der unter dem
ABELschmachen auf die Null in Z? abgebildet wird.
Wer die Nullhomotopie von Wegen mit Hilfe von Féden in der Ebene verstehen
will, sollte bitte beachten, dafs Faden eine weitere Komplikation mit sich bringen:
Bei Uberkreuzungen kommt es darauf an, welches Fadensegment oben und welches
unten ist (Zopf-Phdnomene). Bei unseren Wegen ist das irrelevant.

10.2. Der Residuensatz

Es ist mittlerweile klar, daf beim Wegintegral fv (>re o an(z — 2)*) dz einer LAU-
RENT-Reihe mit R~ = 0 entlang eines Weges v um zy nur der LAURENT-Koeffizient a_
relevant sein kann. Daher kriegt er einen pragnanten Namen.
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Definition 10.2.1. Seien zy € U C C offen, f : U\ {20} — C eine holomorphe
Funktion und

[ = S anz - =)t
k=—0oc0
die nach Satz 8.2.1 eindeutig bestimmte LAURENT-Reihenentwicklung mit® R~ = 0. Defi-
niere das Residuum von f an der Stelle 2y als den Koeffizienten von (z — 2) ™!, d.h.

res,, f = a_;.

Beispiel 10.2.2.

(a) Ist f in zy holomorph (fortsetzbar), so ist die LAURENT-Reihe mit R~ = 0 eine
Potenzreihe. Daher ist res,, f = 0.
(b) Die Umkehrung ist falsch: res,, —t = 0.

(z—20)?
(c) resge = = resy Z,;“;O(—l)kzk;!k =1

Die folgende Proposition liefert sehr niitzliche Hilfsmittel, um Residuen zu berechnen.

Proposition 10.2.3. Seien zy € U C C offen und f,g : U\ {20} — C holomorphe
Funktionen.

(a) Das Residuum ist linear, d.h.

res,,(af 4+ bg) = ares,, f + bres,, g fir alle a,b € C.
(b) Hat f an zy hochstens einen Pol der Ordnung m € N, d.h. ist —m < ord,, f, so
gilt
1
s /=y A, (- 20)" ()",

Z—20
wobei der Exponent (m — 1) die (m — 1)-te Ableitung bezeichnet.
(c) Sind f und g auf U holomorph, f(20) # 0, g(z0) = 0 und ¢'(20) # 0, so hat 5
einen einfachen Pol in zo und es gilt

res,, — =

BEWEIS. (a) ist trivial. (b): Nach Voraussetzung ist die eindeutige LAURENT-Reihe um
Zo mit R~ = 0 von der Form

f(z) = Z ar(z — z)".
k=—m
Dann ist (z2—20)"f(2) = a_m+a_mi1(z—20)+ - +a_1(z—20)™" +ag(z2—29)™+- - - und die
(m—1)-te Ableitung ((z — 20)™ f ()™ = a_1-(m—1)+ag-m-(m—1) -+ 2-(z2— 2 )+ - -.
Die Grenzwertbildung z — 2, liefert die Behauptung. (c) ist eine einfache Konsequenz aus
(b) mit m = 1. Ich lasse den Beweis als eine simple Ubung. O

3Sieche auch Definition 9.1.3.

Ende
Vorl. 12
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Beispiel 10.2.4. Die Funktion f(z) := 1‘;% hat bei 0 einen Pol der Ordnung
—ordy f = —(ordg(1 — cos z) —ordy 2”) = —(2—9) = 7.

Proposition 10.2.3.(b) erlaubt uns m = 9 > 7 zu nehmen. Das Residuum von f an 0 ist
daher

1 1—cosz\ ™Y ®)
resy [ = -1 lim (z9 : —) = — lim (1 — cos z)

9 — 1)' z—=0 29 8! 20
1 . 1
= gil_r)%(— cosz) = e

Hatten wir m = 7 genommen, wire die Rechnung wesentlich komplizierter geworden.
Jetzt sind wir endlich soweit:

Satz 10.2.5 (Der Residuensatz). Seien U C C offen und einfach zusammenhéngend,
21, ..., 2 € U verschiedene Punkte* und f : U\ {z1,...,2} — C holomorph. Dann gilt fiir
jeden geschlossenen Weg v in U\ {z1, ..., 2}

¢
/f(z)dz = 271 - Z ind, v - res,, f.
v 1

j=
BEWEIS. Fir k = 1,...,( definiere f;” als den Hauptteil der LAURENT-Entwicklung

von f um z; mit B~ = 0. Jeder Hauptteil f; = Yoy a,(fj )(z — 2;)¥ konvergiert auf ganz
C\ {z;}. Die Funktion

g:U\{Zl7"'aZ€}_>C7 ZHf(Z)_fl_(z)__fé_(Z)
ist holomorph und per Konstruktion in allen z;’s holomorph fortsetzbar, da die LAURENT-
Reihenentwicklung von g um jeden Punkt z; mit R~ = 0 per Konstruktion von g eine
Potenzreihe ist. Somit ist ¢ auf ganz U holomorph (fortsetzbar). Da U einfach zusammen-
hangend ist, ist v nullhomotop in U und es gilt

Oz/wg(z)dz:/wf(z)dz—é/vfj(z)dz
= Lf(z)dz - Ze: _203 a,gj) /7<Z — zj)Fdz

j=1 k=—1

¢
= /f(z)dz — 27 - Z a(ﬂ -ind; v (Beitrag nur fiir k = —1)
gl 1

j=
¢
= /f(z)dz — 2mi - Zreszj f-ind;; 7.
v j=1

“Die Endlichkeit der Menge der isolierten Singularitdten ist keine Beschrankung der Allgemeinheit.
Siehe dazu [J4n93, Residuensatz, p. 73f].
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|

BEMERKUNG 10.2.6. Der Residuensatz impliziert die verallgemeinerte CAUCHYsche
Integralformel (Satz 6.4.2):
Seien G ein einfach zusammenhingendes Gebiet® und f : G — C holomorph. Weiter seien
z € G und y ein geschlossener Weg in G \ {z}. Nach dem Residuensatz gilt fiir k& € Z>

f(Q)
(C — 2)k+T

Das Residuum berechnen wir mit Proposition 10.2.3.(b) fiir m =k + 1
(k)
1
res, f(C) — X hm ((C o Z)k+1 X f(C>k+1)

/ %d( = 2mi - ind, v - res,

(C— 2T &l (e €= 2)
= o lim f9(Q)
= ()

Fiir ind, v = 1 erhalten wir die verallgemeinerte CAUCHYsche Integralformel

f(’f)(z) — Qk_ﬂ'@ . / %dg

Beispiel 10.2.7. Wir bestimmen das Wegintegral

exp ()
sin 2

/Wf(z)dz fiir f(z) =

entlang des Weges ~ aus Abbildung 2. Der Integrand ist nur an den isolierten Stellen
—1,1 und ¢x fiir ¢ € Z singulér. Die drei von v betroffenen isolierten Singularitdten sind
—1,0, 1 mit Umlaufzahlen wie in der Beschriftung von Abbildung 2. Nach dem Residuensatz
(Satz 10.2.5) gilt

/f(z)dz =2mi- | ind_yy-res_qy f +indgy -resy f + indy v - res; f
K =0 =1 =0

Also ist nur das Residuum bei 0 relevant. Wir berechnen es mit Proposition 10.2.3.(c) und

erhalten
exp (22171) exp (021—1) e! —1
resg | ———= | = — = =e .
sin z sin’ 0 cos 0

Insgesamt ergibt sich

[l
Y

sin z e

Hier spielt G die Rolle von B,.(z) in Satz 6.4.2.



74 10. UMLAUFZAHLEN UND DER RESIDUENSATZ

ABBILDUNG 2. f(z) =exp (&) /sinz (ind_yy=ind;y =0, indyy = 1)

Ubung 10.1. Bestimme das Wegintegral

/eXp (silllz) dZ
”Y

1— 22

entlang des Weges v aus Abbildung 3.

ABBILDUNG 3. f(z) =exp (7=) /(1 — 2%

sin z

Ubung 10.2. Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, zp € G, und f :
G\ {20} — C holomorph. Zeige: Das Residuum res,, f ist die eindeutige Zahl a € C, fiir
die die Funktion f(z) — =%~ eine Stammfunktion auf G \ {2} besitzt.

z—20
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Wir beenden dieses Kapitel mit einer speziellen Version des Residuensatzes. Dafiir
brauchen wir eine Definition.

Definition 10.2.8. Eine geschlossene Kurve v in C heifst Randkurve, falls fiir alle
z € Inty gilt ind, v = 1.

v

Randkurve keine Randkurve

Korollar 10.2.9 (Residuensatz fiir Randkurven). Seien U C C offen und einfach
zusammenhdngend und f auf U bis auf endlich viele isolierte Singularititen holomorph.
Ist v eine Randkurve in U, die die Singularitaten von f meidet, so gilt

/f(z)dz = 2mi - Z res, f.
v z€Int vy

BEWEIS. Wende den Residuensatz (Satz 10.2.5) an und benutze ind,y = 1 fiir alle
z € Int~y. Benutze zusétzlich Beispiel 10.2.2.(a). d






KAPITEL 11

Anwendungen des Residuensatzes

11.1. Berechnung uneigentlicher reeller Integrale mit dem Residuensatz

In diesem Abschnitt setzen wir den Residuensatz ein, um spezielle uneigentliche reelle
Integrale 7 f(2)dx := lim, o [* f(z)dz zu bestimmen. Natiirlich kann man nicht er-
warten, daf man alle reellen Integranden mit komplexen Methoden behandeln kann. Eine
Mindestvoraussetzung ware, dals die reelle Funktion f : R — R die Einschriankung einer
holomorphen Funktion f: U — C mit R C U sein muk (vgl. Ubung 7.4).

+Im z

,,,,,,,,,,

Die Idee ist wie folgt. Setze das reelle Intervall [—r, 7] zu einer Randkurve , := [—r,r| x~.
so ins Komplexe fort, dafs lim,._, . fv’ f(2)dz = 0 wird. Dies wird z.B. dann eintreten, wenn

lim, o f(2) schnell genug verschwindet. Dann ist [* f(2)dw = lim, o [ f(2)dz. Hat f
zusatzlich in der oberen Halbebene

H ={2€C|Imz >0}
nur endlich viele Singularitdten, die alle isoliert sind, so folgern wir
/ f(z)dx = 2mi - Z res, f.
o z€H,

Typischerweise studiert man spezielle Klassen holomorpher Funktionen, bei denen ge-
nau dies eintritt. Wir beschrinken uns auf eine Teilklasse der rationalen Funktionen. Dazu
benotigen wir eine Definition.

Definition 11.1.1. Der Grad einer rationalen Funktion f(2) = % Ej; ist definiert als

deg f = degp — degq.

7
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Lemma 11.1.2. Sei f eine rationale Funktion vom Grad n. Dann existieren reelle
Zahlen r,c > 0 mit
lf(2)| <c-|z|* fir alle z € C mit|z| > r.

BEWEIS. Sei f(z) = 28 mit p(z) = agz? + -+ + ag und q(z) = bz + -+ + by und

ag # 0 # be, d.h. mit n = d — e. Dann ist

(o) = 2Mag+ -+ agz™?) e ag+ -+ apz™?
| 2¢(be 4 -+ bpz0) be + -+ boz¢
R(z)
Da lim, o R(2) = I@Z" ist, existiert fiir ¢ := ‘fg:" + 1 ein r > 0, welches die Behauptung
erfiillt. 0

Jetzt kommen wir zur angekiindigten Anwendung.

Satz 11.1.3. Sei [ eine rationale Funktion mit reellen Koeffizienten und deg f < —2.
Besitzt f auf der reellen Achse keine Polstellen, dann gilt

/00 f(z)dx = 2mi - Z res, f.

zeH

BEWEIS. Seien r,c¢ > 0 wie in Lemma 11.1.2. Ohne Einschriankung kann man anneh-
men, dafs alle Polstellen von f in H, im oberen Halbkreis Int~, bereits enthalten sind,
wobei v, = [—r, 7] x ., und 7. der obere Halbkreis ist (sonst vergrofsere r).

+Im 2

Nach dem Residuensatz fiir Randkurven (Korollar 10.2.9) gilt

' f(x)dx +/ f(2)dz = 2mi - Z res, f.
- ¥

z€H

Das zweite Integral schiatzen wir mit Lemma 3.4.2 nach oben ab und erhalten

/% f(z)dz

<{(v)) - nax 1f(2)| < mr-er™ = mer™tt,
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Wegen n < —2 ist lim,_,o, mer™! = 0 und wir erhalten

r

lim flz)dx = 2mi - Z res, f.

r—00 _
ZEH+

Beispiel 11.1.4. Fiir n € N und a € R, betrachte das Integral

/°° dx
o (@24 a2

Die Voraussetzung des Satzes 11.1.3 sind erfiillt und wir erhalten

/ o dx - 1
- = 2T - TeSjy
- (lL‘2 + a2)n (22 + a2)n
Die Polstelle ia hat die Ordnung n und wir rechnen mit Proposition 10.2.3.(b) nach

(n—1)
1 1 1
res;, = - lim ((z —ia)" - ﬁ)

(z24+a®)*  (n—1)! z>ia 22 +a?

- BT . \—n\ (n—1)
— (n — 1)! Zh_)rgl ((Z—i—m) )

= oy ) (224 2) - (2 4 i)

4, (2n—2)!
- ((n— 1))'

1 2n — 2
Ci(2a)1\n—1)°

/°° dz B 2T n—2
oo (@24 a2 (2a)2 1\ n—1)°

Obwohl das obige Integral mit Hilfe der Stammfunktion berechnet werden kann, ist dies
jedoch wesentlich aufwendiger. Beim Berechnen der folgenden reellen Integrale ist man aber
auf die komplexe Welt angewiesen:

Satz 11.1.5. Sei [ eine rationale Funktion mit reellen Koeffizienten und deg f < —2.
Besitzt f auf der reellen Achse keine Polstellen, dann gilt

/00 f(z)e“dr = /00 f(z) coszdx —i—z’/oo f(z)sinxdx = 2mi - Z res, (f(z)e”).

z€H

A (27;@)72”4»1

Zusammenfassend
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BEWEIS. Der Beweis verlauft vollig analog zum vorigen Beweis. Die Abschitzung des
zweiten Summanden mit Lemma 3.4.2 sieht wie folgt aus:

/, f(z)e*dz

<l(y)- max _|f(z)e”

|z|]=r,Im z>0

<mr nglf(Z)llglﬂggo €

< 7r-cr” max ‘e’Rez_Imz’

Im 2>0
= mer™t max e” M7
Im 2>0
—
Fiir r — oo strebt die linke Seite wegen n < —2 gegen Null. U

Beispiel 11.1.6. Als Anwendung bestimmen wir das Integral

* cosx o e
dr = R —dx.
/_m1+x2 ! e/_oo1+:c2 )

eiz i ( ) eiz -1
=lim(z — i) —————— = —.
1422 =i (z+i)(z—1d) 2

® cosw et
/_OO 1 +x2dx = Re (27TZ2—Z,) =

Ubung 11.1. Bestimme das Integral

* cosw
/ sdx.
PR B S
Fiir weitere Beispiele von unbestimmten reellen Integralen, die man mit Hilfe des Re-

siduensatzes berechnen kann, siehe [Jdn93, Kapitel 7]. Fiir einige von ihnen kennt man
keine reelle Integrationsmethode.

Das Residuum bei ¢ ist

res;

Also ist

o3

11.2. Abzihlen von Null- und Polstellen

Das folgende Lemma stellt den Zusammenhang zwischen der Ordnung und dem Resi-
duum her.

Lemma 11.2.1. Seien zo € U C C, f : U\ {20} — C holomorph mit ord,, f # +oo.
Dann gilt
f/
7.
BEWEIS. Die Beweisidee ist die von Ubung 9.2.(a). Nach Proposition 9.1.5 schreiben
wir

ord,, f = res,,

f(z) = (2 —20)"g(z) fiiralle z€ U\ {2}
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fir m := ord,, f > —oo und g : U — C holomorph Funktion mit g(z) # 0. Fiir die erste
Ableitung gilt

fl(z)=m(z—20)""g(2) + (2 — 20)™¢'(z) fiir alle z € U\ {20},

oder dquivalent,
filz)  m gz .
= + fir alle z € U \ {20}
f(z) 2=z g(2)
Da % holomorph ist, ist der Hauptteil der LAURENT-Reihenentwicklung von fT, um 2y
genau m(z — )~ und die Behauptung ist bewiesen. O

Das folgende Integral zéhlt Null- und Polstellen von f mit Vielfachheiten. Dariiber
hinaus wird ein Zusammenhang zur Umlaufzahl um 0 von Bildern von Randkurven unter
f hergestellt.

Satz 11.2.2. Sei U C C offen und einfach zusammenhdngend und f eine Funktion,
die auf U bis auf endlich viele Polstellen holomorph ist. Weiter sei v eine Randkurve in
U, die die Pol- und Nullstellen von f meidet. Dann gilt

_ L (G,
> ordzf—2m/7f(z)d

z€Int v
= lndo(f ©) ’y)

Das Integral ﬁ ]y ];:((j)) dz nennen wir daher das Zdahlintegral.
BEWEIS. Aus dem Residuensatz fiir Randkurven (Korollar 10.2.9) und Lemma 11.2.1
ergibt sich
1 [ f(2) 1 . f
— dz = — -2 = = d, f.
omi |, 7C2) 2= 5 2m Z res 7 Z ord, f

z€Inty z€Inty

Die zweite Gleichheit folgt aus der Definition der Umlaufzahl

indg(f o) := ! dw = QLM/ LJ;((Z)dZ.
vy

2mi S o, W 2)

U
Beispiel 11.2.3. Die Polynomfunktion g(z) = z" hat nur bei 0 eine Nullstelle der

Ordnung n. Ist v eine Parametrisierung von 0B,.(0), so ist die Umlaufzahl von g oy um 0
ebenfalls n. Wir rechnen nach
1 n-t d
E ordzg:indg(goy):—/nz L
gl

27 Zn 27 y 2
z€By(0)

Das Zéhlintegral liefert einen weiteren Beweis fiir den Fundamentalsatz der Algebra. Im
folgenden skizzieren die Idee. Sei f(z) = 2" +a, 12" '+ --+ag ein Polynom der Ordnung
n. Wir wissen, daf sich f(z) weit drauken wie g(z) = 2" verhélt, insbesondere werden fiir
v := 0B,(0) die Kurven f o, und g o+, bei grofem r nah beieinander liegen. Daher
wird f o, die 0 ebenfalls genau n mal umlaufen, wonach g ebenfalls n Nullstellen in Int ~,
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haben mufs. Und da wir hier im Grunde nur mit der topologischen Umlaufzahl argumentiert
haben, ist dies sogar die Idee eines rein topologischen Beweises des Fundamentalsatz der

Algebra.
Diese Diskussion léfst sich wie folgt préazisieren.

Satz 11.2.4 (Satz von ROUCHE). Seien f,g : G — C zwei auf dem einfach zusam-
menhdngenden Gebiet G holomorphe Funktionen und v eine Randkurve in C. Gilt

1£(z) = 9(2)] < g(2)]

Z ord, f = Z ord, g.

z€Int v z€Inty

fiir alle z € Spur~y, so folgt

BEWEIS. Definiere die Homotopie
he : U —C,z+ g(2) +t(f(2) —g(z)) firte]|0,1].
Es gilt hg = g und hy = f. Fiir alle ¢ € [0, 1] und alle z € Spur v gilt die Ungleichung
hu(2)] = lg(2)| = [t][f(2) = 9(2)] = |g(2)] = |f(2) = g(2)] > 0.
Somit ist das Zahlintegral
1 h,
N(t) == — i(2) z
2mi )., hi(2)
wohldefiniert, stetig in ¢ und ganzzahlig. Daher gilt N(0) = N(1), was zu beweisen war. [

Ubung 11.2. Benutze die obige Diskussion und den Satz von ROUCHE um den Fun-
damentalsatzes der Algebra neu zu beweisen.
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