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Kapitel 6

Moduln

6.1 Moduln

Definition 6.1.1. Sei R ein Ring. Eine abelsche Gruppe (M,+) heißt R-Modul (genauer
R-Linksmodul), falls eine Abbildung

R×M →M : (r,m) 7→ rm

gegeben ist mit

r(m+ n) = rm+ rn,

(rs)m = r(sm),

(r + s)m = rm+ sm

1m = m

für alle r, s ∈ R,m, n ∈M .
Ist M ein R-Modul, so heißt eine Teilmenge T ⊆ M ein Teilmodul von M , in Zeichen
T ≤M , falls T 6= ∅ und für alle t1, t2 ∈ T , a ∈ R auch at1 + t2 ∈ T gilt.

Man ist versucht zu sagen, dass Moduln Vektorräume über Ringen sind. Richtig ist natür-
lich, dass Vektorräume Moduln über Körpern sind.

Übung 6.1.1. Zeigen Sie, dass Teilmoduln genau die Teilmengen T von M sind, die
mit der Einschränkung der Addition und Skalarmultiplikation von M auf T wieder zu
R-Moduln werden.

Beispiel 6.1.2.

(1) Jede abelsche Gruppe (M,+) ist ein Z-Modul mit

am :=


m+ . . .+m︸ ︷︷ ︸

a

, a ≥ 0

− (m+ . . .+m)︸ ︷︷ ︸
−a

, −a ≥ 0.

(2) Sei V einK-Vektorraum für einen KörperK und ϕ ∈ EndK(V). Dann wird V zu einem
K[x]-Modul durch die Setzung

p(x)v := (p(ϕ))(v) für alle p(x) ∈ K[x], v ∈ V .

Übung 6.1.2. Sei ψ : R→ S ein Ringhomomorphismus undM ein S-Modul. Dann wird
M zu einem R-Modul, durch rm := ψ(r)m für r ∈ R,m ∈M .

1



2 KAPITEL 6. MODULN

Ist ψ injektiv (also R ∼= ψ(R) ein Teilring von S), so nennt man den R-Modul M auch
die Einschränkung des S-Moduls M . Ist ψ surjektiv (also S ∼= R/Kern(ψ)), so nennt man
den R-Modul M auch die Aufblasung (Inflation) des S-Moduls M .

Bemerkung 6.1.3.

(1) Sei M ein R-Modul und T eine Menge von Teilmoduln von M . Dann gilt:⋂
T∈T

T ≤M

ist wieder ein Teilmodul von M .

(2) Für X ⊆ M so ist das Erzeugnis 〈X〉 :=
⋂
X⊂T≤M T der kleinste Teilmodul von M ,

welcher X enthält.

(3) Es gilt für ∅ 6= X ⊆M

〈X〉 = {m ∈M | es existieren k ∈ N, a ∈ Rk, v ∈ Xk mit m = a1v1 + · · ·+ akvk}

und 〈∅〉 = {0}.

Beweis. zu 3. Man rechnet leicht nach, dass die Menge X auf der rechten Seite ein R-
Teilmodul von M ist.1 Es gilt X ⊆ X , da der Ring R eine Eins besitzt. Also nach Definition
gilt somit 〈X〉 ≤ X . Aber andererseits ist X in jedem Teilmodul von M enthalten, der X
enthält. Das liefert die Gleichheit.

Definition 6.1.4. Eine Abbildung ϕ : M → N von R-Moduln M,N heißt R-Modul-
homomorphismus, falls

ϕ(rm1 + sm2) = rϕ(m1) + sϕ(m2)

für alle r, s ∈ R und alle m1,m2 ∈M gilt. In diesem Fall heißt die Faser über 0

Kern(ϕ) := {m ∈M |ϕ(m) = 0}

der Kern von ϕ.

Bemerkung 6.1.5.

(1) Die Komposition vonR-Modulhomomorphismen ist einR-Modulhomomorphismus.

(2) Ist ϕ : M → N ein R-Modulhomomorphismus, so ist Kern(ϕ) ein Teilmodul von M
und Bild(ϕ) := {ϕ(m) | m ∈M} ein Teilmodul von N .

(3) ϕ ist injektiv genau dann wenn Kern(ϕ) = {0} ist.

(4) ϕ ist surjektiv genau dann wenn Bild(ϕ) = N ist.

(5) Ist ϕ bijektiv (also ein Isomorphismus), so ist die Umkehrabbildung ϕ−1 wieder ein
R-Modulisomorphismus. Insbesondere ist Isomorphie von Moduln eine Äquivalenz-
relation.

(6) R-Modulhomomorphismen vonM in sich selbst heißen Endomorphismen. EndR(M) :=
{ϕ : M → M | ϕ R-Modulhomomomorphismus } heißt der Endomorphismenring
des R-Moduls M . Es ist EndR(M) ein Ring, im Fall dass R kommutativ ist, sogar eine
R-Algebra.

1Die Konvention, dass die leere Linearkombination gleich 0 ist, führt zu einer Vereinheitlichung der beiden
Fälle.



6.1. MODULN 3

Beweis. Übungsaufgabe.

Beispiel 6.1.6. Ein wichtiger Struktursatz für Vektorräume war der Steinitzsche Aus-
tauschsatz, der uns vielfältige Möglichkeiten eröffnete, Basen zu konstruieren. Dieser ist
für allgemeine R-Moduln falsch:
Sei dazuR = Z undM = Z3×1. Dann wirdM durch Einschränken der Q-Vektorraumstruktur
von Q3×1 zu einem Z-Modul. Jedes Element vonM ist eindeutige Z-Linearkombination von
Elementen aus der Standardbasis E = (e1, e2, e3), in diesem Sinn ist E eine Z-Basis von M .
Jedoch ist (e1, e2, 2e3) eine linear unabhängige Teilmenge von M , die sich nicht zu einer
Z-Basis ergänzen lässt. Ebensowenig B = (e1 + e2, e2 + e3, e1 + e3), denn die Linearkombi-
nationen von Elementen in B sind genau die

{

 a1

a2

a3

 ∈M | a1 + a2 + a3 gerade }

Übung 6.1.3. Die Spalten der Matrix A in Zn×n bilden genau dann ein Erzeugendensy-
stem des Z-Moduls Zn×1 wenn

A ∈ GLn(Z) = (Zn×n)∗ = {g ∈ Zn×n | det(g) ∈ {±1}}.

Die Tatsache, dass R ein Ring ist, erlaubt es uns, beliebige Moduln als Faktormoduln
freier Moduln zu beschreiben und so einen ersten Rahmen zu bekommen, wie man Moduln
konstruiert.

Bemerkung 6.1.7. Sei R ein Ring.

(1) M = R kann als R-Modul aufgefasst werden durch

R×M →M : (r,m) 7→ rm (Produkt in R).

Diesen Modul bezeichnen wir mit RR. Er heißt der reguläre R-Modul. Seine Teil-
moduln nennt man auch Linksideale.

(2) Ist M irgendein R-Modul und m ∈ M , dann gibt es genau einen R-Modulhomomor-
phismus

ϕm : RR→M mit ϕm(1) = m.

(3) SindM undN R-Moduln, so auch die direkte SummeM⊕N (entspricht dem direkten
Produkt bei abelschen Gruppen in additiver Schreibweise) durch die R-Operation

r(m,n) := (rm, rn) für alle m ∈M,n ∈ N, r ∈ R.

M ⊕N heißt die direkte Summe der R-Moduln M und N .

(4) Ist A eine beliebige Menge, so ist RA ein R-Modul mit werteweiser Addition und
Produkt:

R×RA → RA : (r, f) 7→ (a 7→ rf(a)).

Im Falle von A = n schreiben wir Rn statt Rn.

Beweis.

(1) Klar.
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(2) Existenz:
ϕ : RR→M : r 7→ rm

ist wohldefiniert und hat die gewünschte Eigenschaft.
Eindeutigkeit: Sei ψ ein weiterer Homomorphismus mit dieser Eigenschaft. Dann gilt
für alle r ∈ RR:

ψ(r) = ψ(r1) = rψ(1) = rm = ϕm(r), also ψ = ϕm.

(3) Übung.

(4) Übung.

Übung 6.1.4. Zeige: Sind A und B disjunkte Mengen, so gilt: RA ⊕ RB ∼= RA∪B als
R-Moduln.

Ende
Vorl. 1 Bemerkung 6.1.8. Sei A eine Menge und für jedes a ∈ A sei ea ∈ RA die charakteristi-

sche Funktion von {a}, definiert durch

ea(b) :=

{
0, b 6= a
1, b = a

Dann ist der von den ea mit a ∈ A erzeugte R-Teilmodul von RA gegeben durch

FrR(A) := 〈ea|a ∈ A〉R = {f ∈ RA | |{a ∈ A|f(a) 6= 0}| <∞} ≤ RA.

FrR(A) heißt der freie R-Modul auf A. Ist |A| <∞ so ist offensichtlich FrR(A) = RA.

Satz 6.1.9. Sei R ein Ring und A eine Menge. Der Modul FrR(A) := 〈ea|a ∈ A〉R ≤R RA hat
folgende Eigenschaft: Für jeden R-Modul M und jede Abbildung ψ : A → M gibt es genau einen
R-Modulhomomorphismus

ψ̃ : FrR(A) → M mit

ψ̃(ea) = ψ(a) für alle a ∈ A.

Moduln, die isomorph zu FrR(A) sind, heißen frei auf dem Erzeugendensystem, welches (ea)a∈A
vermöge ψ̃ entspricht. Ein freies Erzeugendensysteme heißt auch Basis, genauer R-Modulbasis.

Beweis. Jedes Element aus FrR(A) hat eine eindeutige Darstellung als∑
a∈A

raea

mit ra ∈ R und ra = 0 für alle bis auf endlich viele a ∈ A. Daher ist

ψ̃ : FrR(A)→M :
∑
a∈A

raea 7→
∑
a∈A

raψ(a)

eine wohldefinierte Abbildung, von der man leicht zeigt, dass sie ein Modulhomomorphis-
mus ist. Sie erfüllt sicher die Bedingung ψ̃(ea) = ψ(a) für alle a ∈ A und ist somit auch der
einzige Modulhomomorphismus mit dieser Eigenschaft.

Beispiel 6.1.10.

(1) RR ist frei auf {1}.

(2) Der Spaltenmodul Rn×1 ist frei auf den Einheitsspalten (e1, . . . , en).
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Übung 6.1.5. Sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt

EndR(Rn) ∼= Rn×n,

wobei wir Rn×n durch komponentenweise Addition und übliche Multiplikation zu einem
Ring machen. Genauer: Identifiziere Rn mit Rn×1. Dann liefert das Heranmultiplizieren
von Matrizen aus Rn×n eine eindeutige Darstellung der Endomorphismen von Rn×1 durch
Matrizen. Man setzt
GLn(R) := (Rn×n)∗. (Beachte, der Fall n = 1 ist schon interessant.)
(Hinweis:

Ã : Rn×1 → Rn×1 : X 7→ AX

ist für jedes A ∈ Rn×n ein R-Modulendomorphismus und jede Matrix induziert einen an-
deren Endomorphismus, da ein Endomorphismus durch die Bilder der (freien) Erzeuger
e1, . . . , en festgelegt ist, die wie in der linearen Algebra in den Spalten der beschreibenden
Matrix stehen. Da diese Bilder beliebig vorgegeben werden können, folgt die Behauptung,
wenn man beachtet, dass der Summe und dem Matrixprodukt gerade die Summe und die
Hintereinanderausführung der Endomorphismen entsprechen.)

6.2 Homomorphiesätze und der chinesische Restsatz.

6.2.a Der Homomorphiesatz für Moduln

Bemerkung 6.2.1. Sei R Ring und M ein R-Modul mit Teilmodul U ≤M .

(1) Für m ∈M heißt
m+ U := {m+ u|u ∈ U}

die Restklasse von m nach U . Die Menge

M/U := {m+ U |m ∈M}

aller Restklassen nach U in M bilden den Faktormodul M/U von M nach U vermöge
der folgenden Verknüpfungen:

+ : M/U ×M/U →M/U : (m1 + U,m2 + U) 7→ (m1 +m2) + U

und
· : R×M/U →M/U : (r,m+ U) 7→ rm+ U.

(2) Der natürliche Epimorphismus

ν = νU : M →M/U : m 7→ m+ U

ist ein R-Modulepimorphismus mit Kern(νU) = U .

Beweis.

(1) Wir müssen zeigen, dass + und · wohldefiniert sind. Die Addition lassen wir als
Übung. Für das Produkt sei m + U = n + U . Wir zeigen: rm + U = rn + U . Mit
m − n ∈ U ist auch r(m − n), also rm + U = rn + U . Die R-Modulaxiome müssen
verifiziert werden. Z.B. ist U = 0 + U das Nullelement von M/U . Den Rest lassen wir
als Übung.

(2) Dies folgt direkt aus der Definition des Produktes und der Addition von Restklassen.
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Der nächste Schritt in der allgemeinen Modultheorie ist der Homomorphiesatz, dessen
Beweis genau so einfach ist wie bei Vektorräumen.

Satz 6.2.2. Sei ϕ : M → N ein R-Modulhomomorphismus. Dann faktorisiert ϕ als

ϕ = ϕ̃ ◦ νKern(ϕ)

über M/Kern(ϕ) mit νKern(ϕ) ein R-Modulepimorphismus und den R-Modulmonomorphimus

ϕ̃ : M/Kern(ϕ)→ N : m+ Kern(ϕ) 7→ ϕ(m).

Bemerkung 6.2.3. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so gibt es ein n ∈ N und einen
R-Modulepimorphismus ε : Rn×1 →M . Insbesondere M ∼= Rn×1/Kern(ε).

Beweis. Sei ψ : n → M gegeben, so dass Bild(ψ) ein Erzeugendensystem von M ist. Der
nach Satz 6.1.9 eindeutige R-Modulhomomorphismus ε : Rn×1 → M mit ε ◦ S = ψ, wo S
die Standardbasis von Rn×1 ist, ist dann ein Epimorphismus.

Definition 6.2.4. R-Moduln, die von einem Element erzeugt werden heißen zyklisch.

Beispiel 6.2.5.

(1) Jede zyklische Abelsche Gruppe ist von der Form Z/K, wobei K ein Linksideal von
Z ist (siehe später).

(2) Jede Abelsche Gruppe, die von n Elementen erzeugt wird, ist von der Form Zn/K
wobei K ein Z-Teilmodul von Zn = FrZ(n) ist.

(3) Sei K ein Körper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit ϕ ∈ EndK(V), so
dass das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von ϕ beide gleich
p(x) ∈ K[x] sind, so ist V ein zyklischer K[x]-Modul und es gilt (vgl. LA I, Begleitma-
trix von p(x)):

V ∼=K[x] K[x]K[x]/〈p(x)〉.

6.2.b Ideale

Wir kommen zu dem Homomorphiesatz von Ringen. Zuerst sieht die Definition eines
Ideals etwas sonderbar aus, wird aber einsichtig, wenn man sich vorstellt, dass ein Ideal
etwas ist, was man gleich Null setzen kann, um einen neuen Ring zu bekommen.

Definition 6.2.6. Sei R ein Ring.

(1) I ⊆ R heißt (zweiseitiges) Ideal von R, in Zeichen I E R, falls

• I 6= ∅ und

• a, b ∈ I und r, s ∈ R impliziert ra+ bs ∈ I .

(2) Sind I1, I2 E R so heißt das kleinste Ideal I1+I2, welches I1 und I2 enthält, die Summe
von I1 und I2.

Beispiel 6.2.7.

(1) Für R = Z ist 3Z = 〈3〉 = {3z | z ∈ Z} ein Ideal: 〈3〉� Z.

(2) Ist K ein Körper und a ∈ K, dann ist

{p(x) ∈ K[x] | p(a) = 0} = 〈x− a〉 := {p(x)(x− a) | p(x) ∈ K[x]}�K[x].
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(3) IstR ein kommutativer Ring mit Eins, so sind die Ideale inR genau dieR-Teilmoduln
von RR, sprich die Linksideale.

(4) Der Durchschnitt einer Menge von Idealen ist wieder ein Ideal.

(5) Ist M ⊆ R, so heißt
〈M〉 :=

⋂
M⊆IER

I

das von M erzeugte Ideal. Ist M = {a1, . . . an} so schreibt man auch 〈a1, . . . , an〉 statt
〈M〉.

(6) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so heißt

〈a〉 := {ra | r ∈ R}

das von a ∈ R erzeugte Hauptideal: 〈a〉 E R.

(7) Ist ϕ : R→ S ein Ringhomomorphismus, dann ist

Kern(ϕ) := {r ∈ R | ϕ(r) = 0}

ein Ideal von R:
Kern(ϕ) E R.

Übung 6.2.1. Das von M erzeugte Ideal ist

〈M〉 =

{
n∑
i=1

aimibi | n ∈ N0, ai, bi ∈ R,mi ∈M

}
.

Benutze diese Beschreibung um zu zeigen, dass die Ideale von R = Zn×n genau die Teil-
mengen aR sind mit a ∈ Z.

Bei Ringen können wir Restklassenringe nach Idealen bilden. Der neue Punkt ist die Wohl-
definiertheit der vertreterweisen Multiplikation.

Satz 6.2.8. Sei R ein Ring und I E R ein Ideal von R. Dann ist R/I := {r + I|r ∈ R} ein
Ring mit den vertreterweisen Verknüpfungen

+ : R/I ×R/I → R/I : (r + I, s+ I) 7→ (r + s) + I,

· : R/I ×R/I → R/I : (r + I, s+ I) 7→ rs+ I,

und ν = νI : R → R/I : r 7→ r + I ist ein Ringepimorphismus mit I als Kern. R/I heißt
Restklassenring von R nach I und ν der natürliche Epimorphismus. (Insbesondere ist jedes
Ideal Kern eines Ringepimorphismus.) Ist R kommutativ, so auch R/I .

Beweis. Da I ≤ R einR-Teilmodul vonR ist, istR/I wieder einR-Modul und wir brauchen
uns nur um die Wohldefiniertheit der Multiplikation zu kümmern. Seien also r+ I = r′+ I
und s+I = s′+I für gewisse r, r′, s, s′ ∈ R. Dann existieren a, b ∈ I mit r′ = r+a, s′ = s+ b,
und wir bekommen

r′s′ − rs = (r + a)(s+ b)− rs
= rs+ rb+ as+ ab− rs
= rb+ as+ ab ∈ I

d.h. (r+ I)(s+ I) ist wohldefiniert. Die Assoziativ- und Distributivgesetze übertragen sich
von R. Dass ν ein Epimorphismus ist, ist gerade die Definition der Operationen im Rest-
klassenring.
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Folgerung 6.2.9. (Homomorphiesatz für Ringe) Seien R, S Ringe und ϕ : R→ S ein Ringho-
momorphismus. Dann ist I := Kern(ϕ) ein Ideal von R, Bild(ϕ) ein Teilring von S und

ϕ : R/I → Bild(ϕ), r + I 7→ ϕ(r)

ein wohldefinierter Ringisomorphismus.

Bemerkung 6.2.10. Sei M ein R-Modul. Dann ist der Annihilator von M

AnnR(M) := {r ∈ R | rm = 0 für alle m ∈M}

ein Ideal von R, der Kern des Ringhomomorphismus

R→ EndZ(M), r 7→ (m 7→ rm).

Weiter ist M ein R/AnnR(M)-Modul.
Ende
Vorl. 2 Bemerkung 6.2.11. Seien R und S Ringe, M ein R-Modul und N ein S-Modul. Dann ist

M ⊕N ein R× S-Modul durch

(r, s) · (m,n) := (rm, sn) für alle r ∈ R, s ∈ S,m ∈M,n ∈ N.

Sei umgekehrt L ein R× S-Modul. Dann sind

M := (R× {0})L = (1, 0)L,

N := ({0} × S)L = (0, 1)L

Teilmoduln von L, so dass L ∼= M ⊕ N . Es ist AnnR×S(M) ⊇ {0} × S und somit M ein
R× S/({0} × S) ∼= R-Modul und ebenso (R× {0})N = {0} und N ist ein S-Modul.
Die R× S-Moduln sind also genau die direkten Summen von R-Moduln und S-Moduln.

Definition 6.2.12. SeiR ein kommutativer Ring mit Eins. EineR-AlgebraA ist ein Ring2

mit Eins, der gleichzeitig R-Modul ist, so dass die Multiplikation R-bilinear ist, d.h.

(ra)b = a(rb) = r(ab) für alle r ∈ R, a, b ∈ A.

EinR-Algebrenhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus, der gleichzeitigR-Modul-
homomorphismus ist.

Übung 6.2.2. Sei A eine R-Algebra. Dann ist R → A : r 7→ r1A ein Ringhomomorphis-
mus, sogar ein R-Algebrenhomomorphismus.

Beispiel 6.2.13.

(1) C[x] ist eine C-Algebra. Sei

: C→ C : a+ bi 7→ a− bi a, b ∈ R,

die komplexe Konjugation. Dann ist

C[x]→ C[x] :
n∑
k=0

akx
k 7→

n∑
k=0

akx
k

ein Ringhomomorphismus, jedoch kein C-Algebrenhomomorphismus. (Man kann
ihn jedoch als R-Algebrenhomomorphismus auffassen.)

(2) Ist A eine R-Algebra und I E A ein Ideal, so ist A/I eine R-Algebra und νI ein R-
Algebrenepimorphismus.

(3) Jeder Ring ist eine Z-Algebra.
2in unserem Kontext meistens kommutativ
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6.2.c Euklidische Ringe

Definition 6.2.14. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(1) R heißt Integritätsbereich oder auch nullteilerfrei, falls 1 6= 0 in R gilt und für alle
a, b ∈ R, ab = 0 =⇒ a = 0 oder b = 0.

(2) R heißt Hauptidealbereich, fallsR ein Integritätsbereich ist und jedes Ideal vonR ein
Hauptideal ist (siehe Beispiel 6.2.7.(6)).

(3) R heißt Euklidischer Bereich oder Euklidischer Ring, falls eine Abbildung

ν : R −→ Z≥0

mit folgenden Eigenschaften existiert:

(a) ν(r) = 0 genau dann, wenn r = 0;

(b) ν(r1r2) = ν(r1)ν(r2);

(c) für a ∈ R und b ∈ R \ {0} existiert ein q ∈ R und ein r ∈ R, so dass a = qb+ r mit
ν(r) < ν(b).

Beispiel 6.2.15.

(1) Jeder Teilring eines Körpers ist ein Integritätsbereich.

(2) Offenbar ist jeder Körper sowohl ein Hauptidealbereich als auch ein EUKLIDischer
Ring (mit ν(a) = 1 für alle a ∈ K∗).

(3) Z ist EUKLIDischer Bereich mit dem gewöhnlichen Absolutbetrag:

ν(a) := |a| :=
{
a a ≥ 0
−a a < 0.

(4) Sei K ein Körper. Dann ist K[x] ein EUKLIDischer Bereich mit einer multiplikativen
Variante des Grades:

ν(a) :=

{
0 a = 0
2Grad(a) a 6= 0.

(5) Z[x] := {p(x) ∈ Q[x] | p(x) =
∑n

i=0 aix
i für n ∈ N, ai ∈ Z} ist ein Integritätsbereich, da

er ein Teilring des Körpers Q(x) = {p(x)/q(x) | p(x), q(x) ∈ Q[x], q(x) 6= 0} ist. Jedoch
ist Z[x] kein Hauptidealbereich, da z.B. 〈2, x〉 kein Hauptideal ist.

Übung 6.2.3. Zeigen Sie der Ring Z[i] := Z[x]/〈x2 + 1〉 ist EUKLIDischer Bereich mit
ν(a+ bi) := a2 + b2 für a, b ∈ Z.

Satz 6.2.16. Sei R ein Integritätsbereich. Dann gibt es einen Körper K, so dass R ⊆ K Teilring
von K ist und

K = {ab−1|a ∈ R, b ∈ R \ {0}}.

Dieser Körper ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heißt Quotientenkörper von R.
Bezeichnung: K = Quot(R).

Man beachte: In K sind alle Elemente 6= 0 von R zu Einheiten geworden, weshalb es Sinn
macht ab−1, b−1a, oder a/b für b 6= 0 zu schreiben.

Beweis.
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Existenz: Definiere K̃ = {(a, b) | a, b ∈ R, b 6= 0} und eine Äquivalenzrelation ≈ auf
K̃: (a, b) ≈ (c, d) genau dann, wenn ad = cb. (Zur Veranschaulichung kann man die
Tupel (a, b) als ungekürzte Brüche a

b
betrachten.) Die Menge der Äquivalenzklassen

K̃/ ≈ =: K bildet einen Ring. Definiere nun a
b

:= Äquivalenzlasse von (a, b).
Addition und Multiplikation werden folgendermaßen definiert:

a

b
+
c

d
:=

ad+ bc

bd
a

b
· c
d

:=
ac

bd
, falls b, d 6= 0.

Zeige, dass die Addition wohldefiniert ist: Da b, d, bd 6= 0 sind, sind die Ausdrücke
auf beiden Seiten wohldefiniert. Zum Beweis der Vertreterunabhängigkeit sei a

b
= a′

b′

und c
d

= c′

d′
. Also ist ab′ = ba′ und cd′ = dc′. Behauptung: Es ist ad+bc

bd
= a′d′+b′c′

b′d′
. Dies

gilt aber genau dann, wenn bd(a′d′ + b′c′) = (ad + bc)b′d′. Nach Ausmultiplizieren er-
halte: ba′dd′ + bb′c′d = ab′dd′ + bb′cd′ dies gilt, da ja nach Voraussetzung ba′ = ab′ und
cd′ = dc′. Genauso kann man zeigen, dass die Multiplikation auf K wohldefiniert ist.
Zeige nun, dass (K,+) eine abelsche Gruppe ist mit Nullelement 0 := 0

1
= 0

c
, c 6= 0

( 0
a

= 0
b

für alle a, b ∈ R mit a, b 6= 0). Wegen des Distributivgesetzes in R vereinfacht
sich die Summe bei gleichen Nennern, also a

c
+ b

c
= a+b

c
. Dann ist also b

c
+ 0

c
= b+0

c
= b

c
.

Negative:− b
c

:= −b
c

. Die Kommutativität von (K,+) folgt aus der Kommutativtät von
R.
Zeige, dass (K \ {0}, ·) eine abelsche Gruppe bildet mit 1 := 1

1
6= 0

1
=: 0 (also

K \ {0} 6= ∅). Das Assoziativgesetz gilt, da (R, ·) für Zähler und Nenner assoziativ
ist, ebenso das Kommutativgesetz. Das Einselement ist 1 := 1

1
= a

a
, a 6= 0, das inverse

Element zu a
b
6= 0 ist

(
a
b

)−1
:= b

a
. Es bleibt noch zu zeigen, dass auch das Distributiv-

gesetz gilt! (Übung)
Die Abbildung µ : R −→ K : r → r

1
ist ein Ringmonomorphismus, denn µ ist Ring-

homomorphismus und aus r ∈ Kernµ folgt r
1

= 0
1
. Es gilt also: r = r · 1 = 0 · 1 = 0.

Also identifiziere r ∈ R mit r
1
∈ K. Beachte: Für r ∈ R und 0 6= s ∈ R gilt:

r

s
=
r

1
·
(s

1

)−1

= r · s−1

mit dieser Identifikation.

Eindeutigkeit: Sei K ′ ein weiterer Körper mit R ⊆ K ′. Dann ist die Abbildung ε :
K −→ K ′ : a

b
7→ a · b−1 ein wohldefinierter Homomorphismus: Sei dazu a

b
= a′

b′
. Dann

gilt: ab′ = ba′ in R, also ab−1 = a′b′−1 in K ′. Aus der Homomorphie von ε folgt sofort:
ε ist Monomorphismus, also K ∼= Bild ε.

An dieser Stelle ist auf ein Problem hinzuweisen: Wir haben zwar eine Beschreibung
der Elemente des Quotientenkörpers, mit der man Gleichheit testen kann. Man hat aber
zunächst und im Allgemeinen keine Normalform für die Elemente, die natürlich viel effek-
tiver wäre.

Beispiel 6.2.17.

(1) Quot(Z) = Q. Hier lernt man eine Normalform in der Schule kennen.

(2) Sei K ein Körper. Dann heißt K(x) := Quot(K[x]) der Körper der rationalen Funk-
tionen in einer Variablen.

(3) Sei K ein Körper. Dann heißt K(x1, . . . , xn) := Quot(K[x1, . . . , xn]) der Körper der
rationalen Funktionen in n Variablen. Zum Beispiel ist

x3
1 − x3

2

x2
1 − x2

2

=
x2

1 + x1x2 + x2
2

x1 + x2

.
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Wir haben also Integritätsbereiche als die Teilringe von Körpern charakterisiert. Wir
werden gleich sehen, dass in Hauptidealbereiche größte gemeinsame Teiler stets existieren.

Definition 6.2.18. Sei R ein Integritätsbereich und a, b ∈ R.

(1) d ∈ R teilt a genau dann, wenn ein q ∈ R existiert, mit a = qd, also genau dann wenn
a ∈ 〈d〉. Bezeichnung: d|a.

(2) a ∈ R \ (R∗ ∪ {0}) heißt prim, falls

a|(b1b2) impliziert a|b1 oder a|b2 für alle b1, b2 ∈ R.

(3) Eine Zahl d ∈ R heißt größter gemeinsamer Teiler ggT(a, b) von a und b, wenn

d | a, b und c | a, b =⇒ c | d,

d.h. wenn d ein Teiler von a und ein Teiler von b ist und für jedes c ∈ R, welches a
und b teilt, auch gilt, dass c ein Teiler von d.

(4) Eine Zahl v ∈ R heißt kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV(a, b) von a und b wenn

a, b | v und a, b | w =⇒ v | w,

d.h. wenn v sowohl durch a als auch durch b teilbar ist und jedes w ∈ R, welches
durch a und b teilbar ist, auch durch v teilbar ist.

Bemerkung 6.2.19. Sei R ein Integritätsbereich und a, b ∈ R. Dann gilt

a | b ⇐⇒ b ∈ 〈a〉 ⇐⇒ 〈b〉 ⊆ 〈a〉.

Satz 6.2.20. Sei R ein Hauptidealbereich und a, b ∈ R. Dann existieren ggT(a, b) ∈ R und
kgV(a, b) ∈ R und sind eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten.

Ende
Vorl. 3Beweis. Wir betrachten das Erzeugnis 〈a〉+ 〈b〉 = 〈a, b〉�R. Da R ein Hauptidealbereich ist,

ist dieses Ideal ein Hauptideal, also gibt es ein d ∈ R mit 〈a〉 + 〈b〉 = 〈d〉. Dann gilt a ∈ 〈d〉,
also d teilt a und ebenso d teilt b. Ist umgekehrt c ∈ R ein Teiler von a und von b, so heißt
dies, dass a ∈ 〈c〉 und b ∈ 〈c〉, also

〈d〉 = 〈a〉+ 〈b〉 ⊆ 〈c〉

und somit c | d.
Für das kleinste gemeinsame Vielfache gilt 〈kgV(a, b)〉 = 〈a〉 ∩ 〈b〉. Der Beweis hierfür und
für die Eindeutigkeit bis auf Einheiten ist eine Übungsaufgabe.

Bemerkung 6.2.21. Sei R ein EUKLIDischer Bereich. Dann ist R ein Hauptidealbereich.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass R nullteilerfrei ist. Seien a, b ∈ R mit ab = 0. Dann
ist 0 = ν(ab) = ν(a)ν(b) also ν(a) = 0 oder ν(b) = 0, da Z als Teilring des Körpers Q
nullteilerfrei ist. Somit folgt a = 0 oder b = 0.
Nun zeigen wir, dass jedes Ideal von R ein Hauptideal ist. Sei 〈0〉 6= I E R. Wähle ein
a ∈ I \ {0}mit ν(a) minimal. (Dies ist möglich, da Z≥0 wohlgeortnet ist.)
Behauptung: I = 〈a〉. Ist nämlich b ∈ I , dann folgt: b = aq + r mit ν(r) < ν(a) für q, r ∈ R
und r ∈ I . Daraus folgt aber r = 0, d.h. b = aq ∈ 〈a〉.

Man kann sagen, dass die EUKLIDischen Ringe besonders konstruktive Versionen der Haupt-
idealbereiche sind. Man hat nämlich den EUKLIDischen Algorithmus, um den ggT und da-
mit auch Erzeuger von endlich erzeugten Idealen konstruktiv auszurechnen.

Übung 6.2.4. Man formuliere den EUKLIDischen Algorithmus (inklusive der Darstel-
lung des größten gemeinsamen Teilers) für EUKLIDische Bereiche und zeige, wie man ihn
zur Beschreibung von endlich erzeugten Idealen als Hauptideale benutzen kann.
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6.2.d Der chinesische Restsatz

Wenn nicht anders angekündigt, bedeutet Ring ein kommutativer Ring mit Eins.

Satz 6.2.22. (Chinesischer Restsatz) Sei R ein Ring und I1, . . . , In paarweise teilerfremde
Ideale von R, d.h. Ii E R und Ii + Ij = R für i, j = 1, . . . , n mit i 6= j. Dann gilt:

R/

n⋂
i=1

Ii
∼−→ R/I1 ×R/I2 × . . .×R/In

r +
n⋂
i=1

Ii 7→ (r + I1, r + I2, . . . , r + In)

ist ein Isomorphismus.

Bei Anwendungen will man häufig den zu dem obigen Isomorphismus inversen Isomor-
phismus ausrechnen. Man nennt den Satz auch den Hauptsatz über das Lösen von simul-
tanen Kongruenzen. Dies ist wie folgt zu verstehen: Für I E R schreibt man für Elemente
r, s ∈ R statt r + I = s + I auch schon mal r ≡ s (mod I). Der obige Satz sagt also: Für
beliebige r1, . . . , rn ∈ R gibt es ein x ∈ R mit

x ≡ ri (mod Ii) für alle i = 1, . . . n

und die Lösungen sind eindeutig (mod
⋂n
i=1 Ii).

Beweis. Der Fall n = 2 ist klar: Der offensichtliche Homomorphismus

R→ R/I1 ×R/I2 : r 7→ (r + I1, r + I2)

hat Kern I1∩I2 und ist wegen I1+I2 = R surjektiv (leichte Übung: Zeige, dass insbesondere
(1, 0) und (0, 1) im Bild sind). Die Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz.
Der allgemeine Beweis erfolgt nun durch Induktion, die wir als Übung lassen. Der wesent-
liche Schritt steckt schon im Fall n = 3:
Behauptung: I1 + (I2∩ I3) = R. Zum Beweis beachte: Es existieren e1, e

′
1 ∈ I1, e2 ∈ I2, e3 ∈ I3

mit
1 = e1 + e2 = e′1 + e3, also 1 = 1 · 1 = e1e

′
1 + e1e3 + e2e

′
1︸ ︷︷ ︸

=:e11∈I1

+ e2e3︸︷︷︸
=:e23∈I2∩I3

.

Damit ist klar: R = R · 1 ·R = Re11R +Re23R ⊆ I1 + (I2 ∩ I3).
Wir wenden nun den Fall n = 2 nun zweimal an:

R/(I1 ∩ I2 ∩ I3) ∼= R/I1 ×R/(I2 ∩ I3) ∼= R/I1 ×R/I2 ×R/I3

mit den entsprechenden Isomorphismen.

Übung 6.2.5. Sei q die Quersumme und a die alternierende Quersumme von natürli-
chen Zahlen. Dann gilt für jedes n ∈ N:

• n ≡ q(n) (mod 9);

• n ≡ a(n) (mod 11).

Beispiel 6.2.23. Durch Kombination der Neunerprobe mittels Quersumme (mod 9),
der Zehnerprobe mittels letzter Stelle (mod 10) und der Elferprobe vermöge der alternie-
renden Quersumme (mod 11) kann man Rechnungen mit ganzen Zahlen, die nur Multi-
plikationen und Additionen involvieren (mod 990) überprüfen.
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Sei s := 124, t := 351. Wir wollen (s + t)t = 166275 verifizieren. Modulo 10 ist diese Rech-
nung richtig (letzte Ziffer stimmt).
Modulo 9: q(s) = 7, q(t) = 0 also q((s+ t)t) = 0.
Modulo 11: a(s) = 3, a(t) = −1, also a((s+ t)t) = −2.
Es ist aber a(166275) = 5 − 7 + 2 − 6 + 6 − 1 = −1 also ist an der Rechnung etwas falsch.
Die richtige Antwort ist (s + t)t = 166725 mit a(166725) = 5 − 2 + 7 − 6 + 6 − 1 = 9 ≡ −2
(mod 11).

Der Chinesische Restsatz 6.2.22 kann für Euklidische Ringe wie folgt formuliert und
auch bewiesen werden:

Satz 6.2.24. (Chinesischer Restsatz für Euklidische Ringe) Sei R ein Euklidischer Ring
und a1, . . . , an paarweise teilerfremde Elemente von R, d.h. ggT(ai, aj) = 1 für i, j = 1, . . . , n
mit i 6= j. Dann gilt:

n⋂
i=1

〈ai〉 =

〈
n∏
i=1

ai

〉

ϕ : R/

〈
n∏
i=1

ai

〉
∼−→ R/〈a1〉 ×R/〈a2〉 × . . .×R/〈an〉

r +

〈
n∏
i=1

ai

〉
7→ (r + 〈a1〉, r + 〈a2〉, . . . , r + 〈an〉)

ist ein Isomorphismus dessen Umkehrabbildung mit dem Euklidischen Algorithmus berechnet wer-
den kann.

Beweis. Da ggT(ai, aj) = 1 für alle i 6= j gilt, ist kgV(a1, . . . , an) =
∏n

i=1 ai und somit
∩ni=1〈ai〉 = 〈

∏n
i=1 ai〉. Es genügt also den Algorithmus anzugeben. Ein allgemeines Element

von R/〈a1〉×R/〈a2〉× . . .×R/〈an〉 ist von der Form X := (r1 + 〈a1〉, . . . , rn + 〈an〉). Gesucht
ist ein r ∈ R mit r+〈ai〉 = ri+〈ai〉 für alle i = 1, . . . , n, also ϕ(r+A) = X mitA := 〈

∏n
i=1 ai〉.

Dazu setze Bi :=
∏

j 6=i aj . Da ggT(ai, aj) = 1 für alle i 6= j gilt, folgt auch ggT(ai, Bi) = 1, es
gibt also xi, yi ∈ R mit

1 = xiai + yiBi.

Setze ei := yiBi. Dann ist

ei + 〈ai〉 = 1 + 〈ai〉 und ei + 〈aj〉 = 0 + 〈aj〉 für alle j 6= i

also ϕ(ei + A) = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) mit 1 an der i-ten Stelle. Da ϕ ein R-Ringhomomor-
phismus ist, ergibt sich

ϕ−1(X) =
n∑
i=1

riei + A.

Beispiel 6.2.25. Wir wollen das simultane Kongruenzensystem

x ≡ 1 (mod 3)

x ≡ 2 (mod 4)

x ≡ 3 (mod 5)

lösen. Wir haben den Isomorphismus

ϕ : Z/〈60〉 ∼−→ Z/〈3〉 × Z/〈4〉 × Z/〈5〉
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und haben das Problem gelöst, wenn wir

e1 + 〈60〉 := ϕ−1((1, 0, 0)),

e2 + 〈60〉 := ϕ−1((0, 1, 0)),

e3 + 〈60〉 := ϕ−1((0, 0, 1))

kennen, denn die Lösungsmenge ist dann e1 + 2e2 + 3e3 + 〈60〉. Mit Hilfe des EUKLIDischen
Algorithmus für 3 und 4 · 5 etc. bekommen wir dann e1 etc. :

1 = 7 · 3 + (−1) · 20, also e1 = −20,

1 = 4 · 4 + (−1) · 15, also e2 = −15,

1 = 5 · 5 + (−2) · 12, also e3 = −24.

Also x ∈ −122 + 〈60〉 = −2 + 〈60〉.
Ende
Vorl. 4 Beispiel 6.2.26 (Lagrangeinterpolation). Sei K ein Körper und p(x) ∈ K[x]. Wie wir

schon wissen gilt für a ∈ K

p(a) = 0 genau dann, wenn p(x) ∈ 〈x− a〉 E K[x],

(was man auch durch Entwickeln nach Potenzen von x− a sehen kann). Dies liefert auch

p(x) ≡ p(a) (mod 〈x− a〉).

Sind nun a1, . . . , an ∈ K paarweise verschiedene Elemente, so sind die Ideale 〈x− ai〉 paar-
weise teilerfremd und der Chinesische Restsatz liefert

K[x]/

〈
n∏
i=1

(x− ai)

〉
∼=

n×
i=1

K[x]/〈x− ai〉︸ ︷︷ ︸
∼=K

.

Die Restklassen der Elemente ẽi(x) :=
∏

j 6=i(x − aj) ∈ K[x] liefern auf der rechten Seite
Tupel, deren Komponenten alle Null sind, außer der i-ten, welche gleich ẽi(ai) =

∏
j 6=i(ai−

aj) ist. Hieraus ergibt sich sofort die LAGRANGEsche Interpolationsformel: Eine Abbildung
f : K → K wird interpoliert an den Stützstellen ai durch das Polynom (vom Grad < n):

n∑
i=1

f(ai)
ẽi(x)

ẽi(ai)
.

Wenn man im Falle K = R auch noch Ableitungen an den Stellen ai vorgeben will, muss
man mit 〈(x−ai)k〉 E K[x] arbeiten statt mit 〈x−ai〉 und kommt zur Hermiteinterpolation.

Die ringdirekten Summen enthalten etwas suspekte Elemente, die sich aber oben schon als
sehr nützlich erwiesen haben.

Definition 6.2.27. Sei R ein Ring (kmE) und a ∈ R mit a 6= 0. Man nennt a einen Null-
teiler, wenn ein b ∈ R existiert mit b 6= 0 und ab = 0. Weiter heißt a nilpotent, falls ein
n ∈ N>1 existiert mit an = 0.

Klar, nilpotente Elemente sind Nullteiler, aber oben haben wir schon Nullteiler gesehen,
die nicht nilpotent sind.

Beispiel 6.2.28.

(1) Seien m, k ∈ Z beide größer als 1. Dann ist m+ 〈mk〉 ∈ Z/〈mk〉 nilpotent.



6.2. HOMOMORPHIESÄTZE UND DER CHINESISCHE RESTSATZ. 15

(2) (Wurzel ziehen). Aus dem Chinesischen Restsatz bekommen wir

π1 × π2 : R[x]/〈x2 − 2〉 ∼−→ R︸︷︷︸
∼=R[x]/〈x−

√
2〉

× R︸︷︷︸
∼=R[x]/〈x+

√
2〉

:

x := x+ 〈x2 − 2〉 7→ (
√

2,−
√

2) = (π1(x), π2(x)).

Wir wollen auf der rechten Seite rechnen, können aber nur auf der linken Seite Null-
teiler erkennen. Unser Ziel ist eine numerische Approximation von

√
2 zu bestimmen.

Klar: Die einzigen Nullteiler der Form a+ x mit a ∈ R sind
√

2 + x und −
√

2 + x. Die
Idee ist nun so: Sei b ∈ Q≥1 so gewählt, dass a := x − b auf der rechten Seite einem
(a1, a2) entspricht mit |a1| < 1 und |a2| > 1. (Betragstriche markieren Absolutbeträge.)
Es ist a2 = 2− 2bx+ b2. Dann ist |a2

1| < |a1| < 1, und π1(a2/(−2b)) = π1

(
x− b2+2

2b

)
hat

einen noch kleineren Absolutbetrag, so dass (b2 +2)/(2b) eine noch bessere Näherung
an
√

2 ist als b. Durch fortgesetztes Quadrieren verdoppelt sich immer die Anzahl der
signifikanten Dezimalstellen, wir haben quadratische Konvergenz. Fängt man also
mit b = 1 an, so erhält man die folgende Folge die gegen

√
2 konvergiert:

1,
3

2
,
17

12
= 1.416666667,

577

408
= 1.414215686,

665857

470832
= 1.414213562, ...

Übung 6.2.6. Vergleiche obige Methode des Wurzelziehens mit dem NEWTONverfah-
ren aus der Numerik.

6.2.e Der chinesische Restsatz und die Hauptraumzerlegung.

Die Hauptraumzerlegung aus Bemerkung 5.5.6 im LA I Skript erinnert stark an den chi-
nesischen Restsatz. Sei dazu K ein Körper, V ein e.e. K-Vektorraum und α ∈ End(V) mit
Minimalpolynom

µα = pn1
1 · · · p

nk
k

wobei die pi paarweise verschiedene normierte irreduzible Polynome in K[x] sind und
ni ∈ N. Unter den obigen Voraussetzungen lässt sich V eindeutig schreiben als direkte
Summe α-invarianter Teilräume Ui:

V =
k⊕
i=1

Ui,

so dass das Minimalpolynom der Einschränkung von α auf Ui genau pnii ist. Setzt man
qi :=

∏
j 6=i p

nj
j so ist Ui = Bild(qi(α)).

Bemerkung 6.2.29.

(1) Das Minimalpolynom von α war definiert als normierter Erzeuger des Kerns des Ein-
setzungshomomorphismus

εα : K[x]→ End(V), p 7→ p(α)

Kern(εα) = 〈µα〉, Bild(εα) = K[α]. Also ist nach dem Homomorphiesatz für Ringe
K[x]/〈µα〉 ∼= K[α].

(2) Setzt man R := K[x]/〈µα〉, so wird V ein R-Modul durch

(p+ 〈µα〉)V := εα(p)(V ) = p(α)(V ).
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(3) Die Struktur von R bekommen wir aus dem Chinesischen Restsatz:

R = K[x]/〈pn1
1 · · · p

nk
k 〉 ∼= K[x]/〈pn1

1 〉 ×K[x]/〈pn2
2 〉 × . . .×K[x]/〈pnkk 〉

und Urbilder ei der Idempotente πi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (mit 1 an der i-ten Stelle)
können mit dem Algorithmus in 6.2.24 ermittelt werden, indem wir für alle i mit dem
Euklidischen Algorithmus 1 = xip

ni
i + yiqi schreiben, und ei = εα(yiqi) ∈ K[α] setzen.

Aus einer Übung wissen wir, dass das Bild von ei gleich dem von qi(α) ist.

(4) Also ist V ein Modul für dem Produktring K[x]/〈pn1
1 〉 ×K[x]/〈pn2

2 〉 × . . .×K[x]/〈pnkk 〉
und die Hauptraumzerlegung V ∼=

⊕k
i=1 Ui ist nichts anderes als die Zerlegung von

V gemäß Bemerkung 6.2.11, wobei Ui in natürlicher Weise ein K[x]/〈pnii 〉-Modul ist.

6.3 Elementare Teilbarkeitstheorie für Ringe

Definition 6.3.1. Sei R Ring (kmE) und a, b ∈ R.

(1) a teilt b (in R) oder b ist ein Vielfaches von a, in Zeichen a | b, falls ein r ∈ R existiert
mit ar = b.

(2) a ist assoziiert zu b (in R), in Zeichen a ∼ b, falls a | b und b | a.

Klar: Die Vielfachen von a bilden gerade das Hauptideal 〈a〉. Teilen ist eine transitive Rela-
tion auf R und ∼ ist eine Äquivalenzrelation auf R. Auch klar für a, b ∈ R: Falls ein e ∈ R∗
existiert mit a = eb, dann gilt a ∼ b. Wenn wir versuchen die Umkehrung zu beweisen,
stoßen wir auf eine kleine Schwierigkeit. Diese verschwindet, wenn wir verlangen, dass R
ein Integritätsbereich ist.

Bemerkung 6.3.2. In einem Integritätsbereich sind die Assoziertenklassen der Elemente
gegeben durch R∗a mit a ∈ R. Assoziiertheit ist also genau die Äquivalenzrelation die
durch die Operation der Einheitengruppe auf R (durch Multiplikation) definiert ist:

∼=∼R∗ .

Beweis. Es ist klar, dass jedes Element der Form ua mit u ∈ R∗ zu a = u−1ua assoziiert ist.
Sei nun b ∈ R mit b | a und a | b. Dann gibt es r, s ∈ R mit a = br und b = as.
Ist a = 0, so ist b = as = 0 ∈ R∗a = {0}.
Sei also a 6= 0. Wir wollen zeigen, dass r und s Einheiten sind, sogar r = s−1 also rs = 1:
Denn es ist a = br = asr also a(1−sr) = 0. Da a 6= 0 undR nullteilerfrei, folgt jetzt 1−sr = 0
also sr = 1.

Ende
Vorl. 5 Bemerkung 6.3.3. IstR ein Integritätsbereich, so ist der PolynomringR[x1, . . . , xn] auch

ein Integritätsbereich. Zum Beweis definieren wir den Grad eines Polynoms

p = p(x1, . . . , xn) =
∑

ai1...inx
i1
1 · · ·xinn ∈ R[x1, . . . , xn]

als
Grad p := max{i1 + · · ·+ in|ai1...in 6= 0} für p 6= 0 und Grad 0 := −∞.

Für p, q ∈ R[x1, . . . , xn] gilt offenbar

Grad pq = Grad(p) + Grad(q),

woraus man leicht sieht, dass man keine Nullteiler hat.



6.3. ELEMENTARE TEILBARKEITSTHEORIE FÜR RINGE 17

Unsere nächste Frage lautet: Welche Restklassenringe sind Integritätsbereiche?

Definition 6.3.4. Sei R ein Ring (kmE).

(1) Ein Ideal I E R heißt Primideal, falls I 6= R für alle r, s ∈ R gilt:

r, s 6∈ I impliziert rs 6∈ I.

(2) Ein Ideal I heißt maximales Ideal, falls I 6= R und für jedes Ideal J von R, welches I
enthält gilt J = I oder J = R.

Bemerkung 6.3.5. Sei R Ring (kmE) und I E R.

(1) R/I ist genau dann Integritätsbereich, wenn I Primideal ist.

(2) R/I ist genau dann ein Körper, wenn I ein maximales Ideal ist.

Beweis.

(1) R/I ist Integritätsbereich, genau dann wenn für alle r, s ∈ R mit (r + I)(s + I) = 0
gilt, dass entweder r + I = 0 ist oder s + I = 0, also entweder r ∈ I oder s ∈ I . Da
(r+ I)(s+ I) = rs+ I ist dies gleichbedeutend mit (rs ∈ I =⇒ r ∈ I oder s ∈ I), also
damit, dass I ein Primideal ist.

(2) R/I ist ein Körper, genau dann wenn jedes r + I ∈ R/I \ {0 + I} ein multiplikatives
Inverses hat. Sei also r ∈ R \ I . Dann ist 〈r, I〉 = 〈r〉 + I ein Ideal von R, welches I
echt enthält. Ist I ein maximales Ideal, so ist 〈r〉 + I = R und es gibt a ∈ R, i ∈ I mit
ar+ i = 1. Dann ist (a+ I)(r+ I) = 1 + I und (a+ I) ein multiplikatives Inverses von
r + I . Die Umkehrung geht genauso.

Beispiel 6.3.6.

(1) Sei R Integritätsbereich. Das Hauptideal 〈x〉 E R[x] ist ein Primideal, da R[x]/〈x〉 ∼= R
Integritätsbereich.

(2) Sei R ein Ring (kmE) und I E R maximal, dann ist I prim.

(3) Sei ein R Ring (kmE). Genau dann ist {0} Primideal, wenn R Integritätsbereich ist.

Nun kommen wir zur Teilbarkeitstheorie in Integritätsbereichen. Es wird in dem Sinne
ganz elementar, als dass wir wieder mehr von Elementen als von Idealen sprechen. Zuerst
eine Ernüchterung: Die Begriffe “prim” und “irreduzibel” für Elemente in einem Integri-
tätsbereich fallen im Allgemeinen auseinander:

Definition 6.3.7. Sei R ein Integritätsbereich.

(1) Ein Element a ∈ R \ (R∗ ∪ {0}) heißt irreduzibel oder unzerlegbar, falls jede Faktori-
sierung von a in R trivial ist, das heißt, falls gilt:

a = a1a2 für ai ∈ R impliziert a1 ∈ R∗ oder a2 ∈ R∗.

Sonst reduzibel oder zerlegbar.

(2) Ein Element a ∈ R \ (R∗ ∪ {0}) heißt prim, falls

a|(b1b2) impliziert a|b1 oder a|b2 für alle bi ∈ R.
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Beispiel 6.3.8.

(1) In R = Z ist 2 prim und irreduzibel.

(2) Sei K ein Integritätsbereich und R = K[x]. Dann ist x irreduzibel (da vom Grad 1)
und prim: Falls nämlich x|(a(x)b(x)) und x - a(x), so folgt a(0) 6= 0, also b(0) = 0 und
x|b(x).

Bemerkung 6.3.9. Sei R ein Integritätsbereich und a ∈ R.

(1) Ist a prim, so ist a auch irreduzibel.

(2) a ist prim genau dann, wenn 〈a〉 E R ein Primideal 6= 0 ist.

Beweis.

(1) Sei a prim und reduzibel, d.h. a = a1a2 mit ai ∈ R \ R∗. Dann gilt: a|a1a2 und a - a1

(sonst wäre a2 ∈ R∗) und a - a2 (sonst wäre a1 ∈ R∗). Dies ist aber ein Widerspruch zu
der Voraussetzung, dass a prim ist.

(2) Sei a ∈ R prim. Dann ist 〈a〉 6= 0. Weiter gilt für r, s ∈ R:

rs ∈ 〈a〉 ⇔ a | rs⇔ a | r oder a | s⇔ r ∈ 〈a〉 oder s ∈ 〈a〉.

Die Umkehrung folgt ebenso.

Übung 6.3.1. Es gibt irreduzible Elemente, die nicht prim sind:
Sei R = Z[

√
−5] = {a + b

√
−5 | a, b ∈ Z}. Es gilt: 3 · 2 = (1 +

√
−5)(1 −

√
−5). Zeige: Die

Elemente 2, 3, (1 +
√
−5), (1−

√
−5) sind allesamt in R irreduzibel, aber nicht prim.

Hinweis: Betrachte die multiplikative Norm ν(a+ b
√
−5) := a2 + 5b2.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass DEDEKIND, der sicher als einer der Urväter der mo-
dernen Algebra einzuschätzen ist, wegen der schlechten Eigenschaften des Teilbarkeitsbe-
griffes für Elemente, den Idealbegriff erfunden hat, um in bestimmten Situationen der Zah-
lentheorie doch noch zu einer befriedigenden Teilbarkeitstheorie, diesmal aber für Ideale
(sprich ideale Zahlen) zu kommen. Im obigen Beispiel kann man nämlich alle vier Zahlen
als Ideale noch weiter zerlegen:

〈3〉 = 〈3, 1 +
√
−5〉〈3, 1−

√
−5〉

〈2〉 = 〈2, 1 +
√
−5〉〈2, 1−

√
−5〉

〈1 +
√
−5〉 = 〈3, 1 +

√
−5〉〈2, 1 +

√
−5〉

〈1−
√
−5〉 = 〈3, 1−

√
−5〉〈2, 1−

√
−5〉

Satz 6.3.10. Ist R Hauptidealbereich, so ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis. Sei a ∈ R \ (R∗ ∪ {0}) irreduzibel. Wir wissen, dass a genau dann prim ist, wenn
〈a〉 ein Primideal 6= 0 ist. Wir können sogar zeigen, dass 〈a〉 ein maximales Ideal ist, denn
sei 〈a〉 ⊆ I E R 6= I . Da R Hauptidealbereich ist, folgt I = 〈d〉 für ein d ∈ R \ (R∗ ∪ {0}).
Somit a ∈ 〈d〉, also a = dd′ für ein d′ ∈ R. Das bedeutet d′ ∈ R∗, denn a ist irreduzibel und
d 6∈ R∗. Da a ∼ d ist, haben wir I = 〈a〉.

Übung 6.3.2. Sei R Hauptidealbereich und a, b ∈ R \ {0}. Zeige 〈a〉 + 〈b〉 = 〈a, b〉 =
(ggT(a, b)〉 und 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈kgV(a, b)〉 und schließlich 〈a〉〈b〉 = 〈ab〉.

Aus Bemerkung 6.3.9.(2) und dem letzten Beweis folgern wir:
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Folgerung 6.3.11. Ist R ein Hauptidealbereich, so ist jedes Primideal, das ungleich dem 0-Ideal
ist, ein maximales Ideal.

Beispiel 6.3.12.

(1) Z[x] ist kein Hauptidealbereich, denn das Primideal 〈x〉 ist kein maximales Ideal.

(2) K[x, y] (sogar für ein Körper K) ist ebenfalls kein Hauptidealbereich.

(3) Z ist ein Hauptidealbereich. Die Primzahlen sind bis auf Multiplikation mit Einheiten
{±1} die irreduziblen Elemente von Z. Die Fp := Z/〈p〉 für Primzahlen p sind die
einzigen Restklassenkörper von Z.

(4) Für jeden Körper K ist K[x] ein Hauptidealbereich. Die irreduziblen Polynome in
K[x] sind gleich den Primelementen inK[x] und gleich den irreduziblen Elementen in
K[x]. Die Restklassenkörper von K[x] sind alle von der Form K[x]/〈p(x)〉, wo p(x) ∈
K[x] irreduzibel ist.

Satz 6.3.13. Sei R ein Hauptidealbereich, a ∈ R \ (R∗{0}). Dann gibt es im Wesentlichen
eindeutige Primelemente a1, . . . , an ∈ R mit a = a1 · · · an. Die Eindeutigkeit bedeutet: Falls a =
a1 · · · an = b1 · · · bm mit ai, bj ∈ R irreduzibel, so folgt n = m und nach Umnummerierung ai ∼ bi
für i = 1, . . . , n.

Beweis. Wir können zunächst genauso vorgehen wie für R = Z: Ist a irreduzibel, so ist a
schon prim und wir sind fertig. Ist a nicht irreduzibel, so können wir a = bc schreiben mit
b, c ∈ R\R∗ und dann mit b und cweitermachen. Wieso hört dieser Prozess auf? Falls nicht,
so konstruiert man eine Folge von echten Teilern . . . | bi+1 | bi | . . . | b1 = b | a, so dass

〈a〉 ( 〈b1〉 ( 〈b2〉 . . .

Sei I :=
⋃
i∈N〈bi〉. Da die Ideale 〈bi〉 eine Kette bilden, ist I ein Ideal von R. Nun ist R ein

Hauptidealbereich also gibt es ein d ∈ R mit I = 〈d〉. Da d ∈ I =
⋃
i∈N〈bi〉 existiert also ein

i ∈ N mit d ∈ 〈bi〉. Aber dann ist 〈bj〉 = 〈bi〉 = I für alle j ≥ i ein Widerspruch dazu, dass
bi+1 ein echter Teiler von bi ist.
Die Eindeutigkeit zeigt man genauso wie für Z: Sei a = a1 · · · an = b1 · · · bm mit ai, bj ∈ R
irreduzibel. Dann ist a1 prim, a1 | a = b1 · · · bm, also gibt es ein i mit a1 | bi. Da bi irreduzibel
ist, gilt also a1 ∼ bi, usw. mit Induktion über die Anzahl m von Faktoren.

Ende
Vorl. 6

6.4 Moduln über Hauptidealbereichen.

6.4.a Der Struktursatz

Endlich erzeugte Moduln über Hauptidealbereichen haben eine sehr schöne Struktur. Um
algorithmisch einen solchen Modul auf Normalform zu bringen benötigt man lediglich
die algorithmische Berechenbarkeit der Bézout Identität. Die „algorithmisch zugänglichen“
HIB sind also die Euklidischen Ringe.

Definition 6.4.1. Sei R ein Integritätsbereich und M ein R-Modul. Ein m ∈ M heißt
Torsionselement, falls das Annihilatorideal3

AnnR(m) := {r ∈ R | rm = 0}

von 〈0〉 verschieden ist. Der Torsionsteilmodul, also der Teilmodul aller Torsionselemente
von M , wird mit T (M) bezeichnet. Der Modul M heißt torsionsfrei, falls T (M) = {0} und
ein Torsionsmodul, falls T (M) = M ist.

3Es gilt: AnnR(M) = ∩m∈M AnnR(m).
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Man konkretisiert sich die Begriffe mit Hilfe der folgenden Beispiele, wobei man R = Z
und R = K[x] betrachtet.

Beispiel 6.4.2. Sei R ein Hauptidealbereich mit K := Quot(R) 6= R.

(1) K ist ein nicht endlich erzeugter, torsionsfreier R-Modul. (Beweis später.)

(2) K/R ist ein nicht endlich erzeugter R-Torsionsmodul. (Zu kompliziert für uns.)

(3) Jeder freie R-Modul ist torsionsfrei, insbesondere RR = R selbst.

(4) Ist M beliebiger R-Modul, so ist M/T (M) torsionsfrei (Übung).

(5) Jeder zyklische Modul (sprich, von einem Element erzeugt), ist entweder isomorph
zu RR ≡ R oder zu RR/Ra für ein a ∈ R \ {0}. Im letzteren Fall haben wir einen
Torsionsmodul.

Obwohl RR/Ra und R/〈a〉 als abelsche Gruppen und auch als R-Moduln4 identisch
sind, wollen wir doch im Kontext von Moduln lieber die erste und im Kontext von
Restklassenringen die zweite Notation benutzen. Und da

AnnR(RR/Ra) := ∩x∈RR/Ra AnnR(x) = 〈a〉

können wir den R-Modul RR/Ra auch als R/〈a〉-Modul auffassen. Als letzter ist er
sogar frei.

(6) Endliche direkte Summen der Moduln aus (5) sind typische endlich erzeugteR-Moduln.
Nur scheinbar allgemeiner sind die folgenden:

(7) Faktormoduln von Rn×1 (freier Modul auf n Erzeugern) nach Teilmoduln.

Unser Ziel wird sein, zu zeigen, dass die Moduln aus (7) nicht allgemeiner sind als die
Moduln aus (6). Wir machen zwei kleine Schritte in diese Richtung:

Lemma 6.4.3. Sei R Integritätsbereich und (e1 = (1, 0, . . . , 0)tr, e2, . . . , en) die Standardbasis
von Rn×1, also freies Erzeugendensystem des freien R-Moduls FrR(n) ≡ Rn×1. Sei k ≤ n und
d1, . . . , dk ∈ R \ {0}. Dann gilt

Rn×1/〈d1e1, . . . , dkek〉R =

(
n⊕
i=1

Rei

)
/

(
k⊕
i=1

Rdiei

)

∼=
k⊕
i=1

Rei/Rdiei ⊕
n⊕

i=k+1

Rei

∼=
k⊕
i=1

RR/Rdi ⊕R(n−k)×1.

Falls in dieser Situation noch zusätzlich di teilt di+1 für i = 1, . . . , k − 1 gilt, so nennt man
(e1, . . . , en) und (d1e1, . . . , dkek) kompatible Basen, genauer ein Paar kompatibler Basen. (Den
Begriff Basis benutzen wir als Synonym für freies Erzeugendensystem.)

Beweis. Übung.
Hinweis: Bestimme den offensichtlichen Epimorphismus

Rn×1 →
k⊕
i=1

RR/Rdi ⊕R(n−k)×1

4wenn man die R-Modulstruktur auf R/〈a〉wie erwartet definiert!
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und wende den Homomorphiesatz für Moduln an. Beachte:

Rk×1 →
k⊕
i=1

Rdiei : (a1, . . . , ak)
tr 7→ (a1d1, . . . , akdk, 0, . . . , 0)tr

ist ein R-Modulisomorphismus.

Bislang wissen wir nicht einmal, dass Teilmoduln freier endlich erzeugter Moduln über
Hauptidealbereichen frei sind, geschweige denn, ob kompatible Basen existieren. Hier ein
erstes Indiz.

Lemma 6.4.4. Sei R ein Hauptidealbereich und M ∼= Rn×1 ein freier R-Modul von Rang n.
Dann ist jeder R-Teilmodul von M endlich erzeugter freier R-Modul auf k ≤ n freien Erzeugern.

Beweis. Wir führen den Beweis durch Induktion über n. Für n = 1 ist die Sache klar, da
Teilmoduln von RR Ideale von R sind, also Hauptideale. Sei nun T ≤R M und (e1, . . . , en)
die Standard-R-Basis von M . Zu der Zerlegung

M = Re1 ⊕ 〈e2, . . . , en〉R

gehört die Projektion π : M → Re1. Dann ist π(T ) ≤ Re1. Im Falle π(T ) = {0} greift die
Induktionsvoraussetzung sofort, da dann T = Kernπ|T ≤ 〈e2, . . . , en〉. Sonst ist π(T ) = Rde1

für ein d ∈ R \ {0}. Beachte, π(T ) ist frei auf de1. Wähle t ∈ T mit π(t) = de1. Dann definiert

ι : Rde1 → T : de1 7→ t

einen R-Modulmonomorphismus und es gilt (Übung)

T = Rt⊕Kernπ|T .

Wegen Kernπ|T ≤ 〈e2, . . . , en〉R können wir die Induktionsvoraussetzung benutzen und
bekommen unsere Behauptung.

Wir wollen jetzt die Existenz kompatibler Basen beweisen, indem wir sowohl beim Teilm-
odul Rk×1 ∼= T als auch bei Rn×1 ∼= M Basistransformationen vornehmen.

Bemerkung 6.4.5. Sei R ein Ring (kmE).

(1) Die Beschreibung von Homomorphismen von freien R-Moduln in freie R-Moduln
(alle endlich erzeugt) geschieht wie bei Vektorräumen durch Matrizen bezüglich Ba-
sen. (Alle relevanten Formeln aus der linearen Algebra bleiben gültig.)

(2) Automorphismen von freien R-Moduln (vom Rang n) und Basistransformationen
werden beschrieben durch Matrizen aus

(Rn×n)∗ = GLn(R) = {g ∈ Rn×n | det(g) ∈ R∗}.

Sei nun R ein Hauptidealbereich.

(3) Für a, b ∈ R \ {0}mit ggT(a, b) = d gibt es s, t ∈ R mit sa+ tb = d. Es gilt

U(a,b) :=

(
s t
− b
d

a
d

)
∈ GL2(R) und U(a,b)

(
a
b

)
=

(
d
0

)
.
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Satz 6.4.6. Sei R Hauptidealbereich und C ∈ Rk×n. Dann existieren Matrizen A ∈ GLk(R)
und B ∈ GLn(R), so dass

D = ACB =

(
Diag(d1, . . . , dl) 0

0 0

)
mit di ∈ R \ {0}, l ≤ min(k, n) und di | di+1 für i = 1, . . . , l− 1. Die Matrix ACB nennt man die
Smith-Form von C.

Beweis. Setze C1 := C. Wir führen reversible Zeilenoperationen durch, und erhalten C2 :=
A1C1, C3 := A2C2, . . . , Cr := Ar−1Cr−1, so dass die erste Spalte von Cr gleich (d, 0, . . . , 0)tr.
Dabei sind die Ai Permutationsmatrizen oder von der Form Diag(U(a,b), Ik−2), wenn die
obersten zwei Einträge a, b der jeweils ersten Spalte von Ci von Null verschieden sind.
Beachte, d ist der grösste gemeinsame Teiler der Einträge der ersten Spalte von C.
Danach führen wir reversible Spaltenoperationen durch und erhalten Cr+1 := CrB1, . . . ,,
Cr+s := Cr+s−1Bs, so dass die erste Zeile von Cr+s gleich (d′, 0, . . . , 0) ist. Dabei sind die Bi

Permutationsmatrizen oder von der Form Diag(U tr
(a,b), In−2), wenn die ersten zwei Einträge

a, b der jeweils ersten Zeile von Ci von Null verschieden sind. Klar: d′ | d. Aber leider ist
jetzt die erste Spalte nicht mehr notwendig ausgeräumt, so dass man den ersten Schritt
wiederholen muss. Da aber R keine echten unendlichen Teilerketten zulässt, hat man nach
endlich vielen Wiederholungen die Matrix Ct := Diag(d1, C

′) ∈ Rk×n.
Rekursives Anwenden der Methode auf C ′ liefert nach endlich vielen Schritten schliesslich
Matrizen A′ ∈ GLn(R), B′ ∈ GLk(R), so dass

C ′ := A′CB′ =

(
Diag(d1, . . . , dl) 0

0 0

)
mit di ∈ R \ {0}. Sollte für ein i noch die Bedingung di | di+1 verletzt sein, sind noch weitere
Umformungen durchzuführen. Es genügt, diese für 2× 2-Matrizen zu demonstrieren:(

1 1
0 1

)
Diag(di, di+1) =

(
di di+1

0 di+1

)
also eine Matrix, die man mit den anfänglichen Methoden wieder auf die Form

Diag(ggT(di, di+1), kgV(di, di+1))

transformieren kann. Nach endlich vielen Schritten hat man die geforderte Gestalt.

Übung 6.4.1. Gib ein effektives Verfahren für Matrizen über EUKLIDischen Bereichen
an, welches versucht, immer das Matrixelement einer festen Spalte bzw. einer festen Zeile
mit dem größten ν-Wert abzubauen, bis die Spalte oder Zeile ausgeräumt ist.

Beispiel 6.4.7. Sei R := Z und A :=

(
6 2

8 7

)
∈ Z2×2.

Mit U1 :=

(
−1 1

−4 3

)
∈ GL2(Z) folgt U1A =

(
2 5

0 13

)
.

Mit W1 :=

(
3 −5

−1 2

)
∈ GL2(Z) folgt U1AW1 =

(
1 0

−13 26

)
.

Mit U2 :=

(
1 0

13 1

)
∈ GL2(Z) folgt U2U1AW1 = Diag(1, 26).

Ende
Vorl. 7
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Beispiel 6.4.8. Simultane Kongruenzen

x1 + x2 ≡ 0 (mod Z)

x1 − x2 ≡ 1/4 (mod Z)

sind für x1, x2 ∈ R zu lösen. Wir schreiben dies als erweiterte Matrix (A|b) und führen
Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix (die wir uns nicht merken müssen und) und
Spaltenumformungen auf den linken Teil der erweiterten Matrix, die wir uns aber merken
müssen: Ax = b ⇐⇒ UAW (W−1x)︸ ︷︷ ︸

y

= Ub.

(
1 1 0
1 −1 1/4

)
→
(

1 1 0
0 −2 1/4

) W :=

 1 1
0 −1


−−−−−−−−−−−→

(
1 0 0
0 2 1/4

)
Aus der letzten Matrix lesen wir die Zwischenlösung

y =

(
z1

1/8 + 1/2z2

)
mit z1, z2 ∈ Z

ab und erhalten als endgültige Lösung durch Multiplikation mit W :

x =

(
1/8 + z1 + 1/2z2

−1/8− 1/2z2

)
mit z1, z2 ∈ Z

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten erweisen sich auch als
Kongruenzsysteme über R[x] oder C[x]. Solange die rechte Seite Null ist, sind keine Pro-
bleme der Analysis involviert. Im inhomogenen Fall braucht man aus der Analysis die
Methode der Variation der Konstanten. Wir beschränken uns auf den homogenen Fall.

Beispiel 6.4.9. Seien x1, x2, x3 unendlich oft differenzierbare Funktionen auf R oder Ele-
mente von R[[t]]. Gesucht sind die Lösungen des Differentialgleichungssystems

x′1 − x′2 + x′′3 = b1

x1 + x′′2 + x′3 = b2

mit b1 = b2 = 0. In Matrizen, wobei D dann die Ableitung induzieren soll:

C

 x1

x2

x3

 = 0 mit C :=

(
D −D D2

1 D2 D

)
,

Zeilenumformungen:(
D −D D2 b1

1 D2 D b2

)
→
(

1 D2 D b2

0 D3 +D 0 −b1 +Db2

)
Spaltenumformungen mit

W :=

 1 −D2 −D
0 1 0
0 0 1

 liefert
(

1 0 0
0 D3 +D 0

)
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als Matrix der linken Seite. Wegen D3 +D = D(D2 + 1) löst sich dieses System sehr leicht: y1

y2

y3

 =

 0
a+ b sin(t) + c cos(t)

f(t)


mit a, b, c ∈ R und f eine unendlich oft differenzierbare Funktion R → R. Durch Heran-
multiplizieren von W erhalten wir die Lösungen des ursprünglichen Systems: x1

x2

x3

 =

 b sin(t) + c cos(t)− f ′(t)
a+ b sin(t) + c cos(t)

f(t)


Hauptsatz 6.4.10. Sei R ein Hauptidealbereich.

(1) Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so gibt es s, t ∈ Z≥0 und d1, . . . , dt ∈ R \ (R∗ ∪ {0})
mit di | di+1 für alle i, so dass

M ∼=R R
s×1 ⊕

t⊕
i=1

RR/Rdi︸ ︷︷ ︸
∼=T (M)

.

(2) Gilt

Rs×1 ⊕
t⊕
i=1

RR/Rdi ∼=R R
s′×1 ⊕

t′⊕
i=1

RR/Rd
′
i

mit s, t, s′, t′ ∈ Z≥0 und d1, . . . , dt, d
′
1, . . . , d

′
t′ ∈ R\(R∗∪{0}) mit di | di+1 für i = 1, . . . , t−1

und d′i | d′i+1 für i = 1, . . . , t′ − 1, so gilt s = s′, t = t′ und di ∼ d′i für i = 1, . . . , t. Man
nennt s den Rang (genauer torsionsfreien Rang) von M und di den i-ten Elementarteiler
von M .

Beweis.

(1) Folgt sofort aus den vorangegangenen Lemmata und Satz 6.4.6:
M ist nach Bemerkung 6.2.3, Lemma 6.4.4 und Beispiel 6.4.2.(7) gegeben als Faktor-
modul Rk×1/N , wobei der Teilmodul N ≤ Rk×1 durch die Spalten einer k × n Matrix
C gegeben ist. Invertierbare Spaltenumformungen von C sind Übergänge zu anderen
Erzeugendensystemen vom Teilmodul N . Invertierbare Zeilenumformungen von C
sind Übergänge zu anderen Basen (=freien Erzeugendensystemen) von Rk×1. Sei D
die zu C gehörige Smith-Normalform. Dann gilt:

M ∼= Rk×1/〈C−,1, . . . , C−,n〉 ∼= Rk×1/〈D−,1, . . . , D−,n〉 ∼=
t⊕
i=1

RR/Rdi︸ ︷︷ ︸
∼=T (M)

⊕Rs×1.

(2) Bezeichne die linke Seite mit M und die rechte mit N . Aus M ∼= N folgt

Rs×1 ∼= M/T (M) ∼= N/T (N) ∼= Rs′×1.

Sei p ∈ R ein Primelement und F := R/〈p〉 der zugehörige Restklassenkörper. Dann
gilt:

s = dimF ( Rs×1/pRs×1︸ ︷︷ ︸
∼=(R/Rp)s×1=(R/〈p〉)s×1=F s×1

) = dimF (Rs′×1/pRs′×1) = s′.
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Weiter folgt T (M) ∼= T (N), also auch

〈dt〉 = AnnR(T (M)) = AnnR(T (N)) = 〈dt′〉 d.h. dt ∼ d′t′ .

Um die di zu rekonstruieren, brauchen wir nur die p-Potenzen zu testen, welche in
den di aufgehen, wobei p die Primteiler von dt durchläuft. Man betrachtet hierzu die
Zahlenfolge

dimF p
iT (M)/pi+1T (M) = dimF p

iT (N)/pi+1T (N)

für i = 0, 1, . . . k(p), wo pk(p) die höchste p-Potenz ist, die in dt aufgeht. Es ist klar, wie
man (durch Übergang zur sogenannten konjugierten Partition5) die p-Potenzanteile
der di und der d′i rekonstruieren kann und so di ∼ d′i und t = t′ beweist. Beachte: t = t′

ist die minimale Erzeugendenzahl von T (M) ∼= T (N) und gleich dem Maximum
der Dimensionen der T (M)/pT (M) ∼= T (N)/pT (N) als R/〈p〉-Vektorräume, wo p die
Primteiler von dt durchläuft.

Ende
Vorl. 8Folgerung 6.4.11. Sei R ein Hauptidealbereich und M = T (M) ein endlich erzeugter R-

Torsionsmodul mit Ann(M) = 〈d〉. Ist d ∼
∏

i p
ni
i die Faktorisierung in Potenzen von Prim-

elementen. Dann ist M ebenfalls ein Modul über dem Restklassenring R/Ann(M) = R/〈d〉 =
R/〈

∏
i p

ni
i 〉, der sich sich nach dem chinesischen Restsatz wie folgt zerlegt:

R/〈d〉 ∼=×
i

R/〈pnii 〉.

Und entsprechend zerlegt sich M nach Bemerkung 6.2.11 als

M ∼=
⊕
i

(R/〈pnii 〉)M =
⊕
i

M/pnii M

und M/pnii M ist R/〈pnii 〉-Modul.
Ist p ∈ R prim, so sind die endlich erzeugten R/〈pn〉-Moduln durch endliche monoton steigende
Folgen a natürlicher Zahlen ≤ n charakterisiert: a liefert den Modul⊕

i

RR/Rp
ai .

Beispiel 6.4.12. Sei M = Z/3Z ⊕ Z/6Z ⊕ Z/24Z = T (M). Dann ist Ann(M) = 〈24〉
und M ist ein Modul über dem Restklassenring Z/Ann(M) = Z/〈24〉 ∼= Z/〈3〉 × Z/〈8〉.
Entsprechend zerlegt sich M als

(Z/〈3〉)M ⊕ (Z/〈8〉)M = M/3M ⊕M/8M

= (Z/(3Z + 3Z)⊕ Z/(6Z + 3Z)⊕ Z/(24Z + 3Z))

⊕ (Z/(3Z + 8Z)⊕ Z/(6Z + 8Z)⊕ Z/(24Z + 8Z))

= (Z/3Z⊕ Z/3Z⊕ Z/3Z)

⊕ (Z/2Z⊕ Z/8Z).

Folgerung 6.4.13. Sei R ein Hauptidealbereich und und M ein e.e. torsionsfreier R-Modul.
Dann ist M frei.

Achtung: Dies ist falsch für nicht e.e. torsionsfreie R-Moduln. Ist z.B. R = Z, so ist Q ein
torsionsfreier Z-Modul. Jedoch ist Q nicht frei, denn für je zwei Elemente a/b, c/d ∈ Q gilt
(bc)a/b− (ad)c/d = 0.

Folgerung 6.4.14. Sei R ein Hauptidealbereich mit K := Quot(R) 6= R. Dann ist K ist ein
nicht endlich erzeugter, torsionsfreier R-Modul. (Übung)

5Siehe Definition 7.2.12.
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6.4.b Der Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen

Wir wenden unsere Erkenntnisse jetzt speziell für den Ring R = Z an. Die Z-Moduln sind
genau die abelschen Gruppen, endlich erzeugte Z-Moduln also endlich erzeugte abelsche
Gruppen und wir erhalten den folgenden Struktursatz.

Folgerung 6.4.15. (Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen) Sei G = 〈g1, . . . , gn〉
eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es r, t ∈ Z≥0, f1, . . . , fr, h1, . . . , ht ∈ G und
d1, . . . , ds ∈ Z mit d1|d2| . . . |ds, so dass

G = 〈f1〉 × . . .× 〈fr〉 × 〈h1〉 × . . .× 〈ht〉 ∼= Zr ⊕ Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/dsZ.

Die Abelsche Gruppe G ist genau dann endlich, wenn ihr Rang als Z-Modul Null ist. In dem Fall
ist |G| = d1 · · · dt und G ist ein Modul über Z/〈dt〉 bzw. über Z/〈d1 · · · dt〉.

Folgerung 6.4.16.

(1) SeiG eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung |G| = pn1
1 · · · pnss . Dann istG ein Z/〈

∏s
i=1 p

ni
i 〉-

Modul. Dieser Ring ist nach dem chinesischen Restsatz isomorph zu×s

i=1
Z/〈pnii 〉. Dement-

sprechend lässt sich G eindeutig schreiben als

G =
s⊕
i=1

Pi

wo |Pi| = pnii ist. (Pi nennt man auch die pi-Sylowgruppe von G).

(2) Sei P eine abelsche Gruppe von Primzahlpotenzordnung |P | = pn > 1 (p-Gruppe). Dann gibt
es eindeutiges t ∈ N, a1 ≤ . . . ≤ at ∈ N mit

∑
i ai = n und P ∼= Z/pa1Z⊕ · · · ⊕ Z/patZ.

Beispiel 6.4.17. Die abelschen Gruppen der Ordnung 24 = 23 · 3 sind:

(1) Z/24Z = Z/8Z⊕ Z/3Z entsprechend der Partitionen (3=3, 1=1),

(2) Z/2Z⊕ Z/4Z⊕ Z/3Z entsprechend der Partitionen (3=2+1, 1=1),

(3) Z/2Z⊕ Z/2Z⊕ Z/2Z⊕ Z/3Z entsprechend der Partitionen (3=1+1+1, 1=1).

Folgerung 6.4.18. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, a ∈ G. Das n ∈ N mit 〈n〉 = AnnZ(a)
nennt man auch die Ordnung6 von a. Es gilt ord(a) = |〈a〉| und ord(a) teilt7 |G|.
Existiert ein a ∈ G, so dass 〈a〉 = G, so heißt G zyklische Gruppe. Von Ordnung m ∈ Z≥0 ist
Cm := (Z/mZ,+) bis auf Isomorphie die einzige zyklische Gruppe von Ordnung m.

Wir wollen unsere Ergebnisse jetzt auf Einheitengruppen von Restklassenringen von Z
anwenden, nämlich

(Z/〈m〉)∗ = {a+mZ ∈ {1, . . . ,m− 1} | ggT(a,m) = 1}.

Definition 6.4.19. Die Eulersche ϕ-Funktion:

ϕ : N =⇒ N; ϕ(m) := |(Z/〈m〉)∗|

Bemerkung 6.4.20.

(1) (Kleiner Satz von Fermat) Ist p eine Primzahl und a ∈ Z, dann ap ≡ a (mod p), denn
ϕ(p) = p− 1.

6n ist also die kleinste positive natürliche Zahl mit na = 0 (falls G additiv geschrieben wird) bzw. an = 1
(falls G multiplikativ geschrieben wird.

7da 〈|G|〉 ⊂ AnnZ(G) ⊂ AnnZ(a) = 〈ord(a)〉.
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(2) Ist p eine Primzahl, so ist (Z/〈pa〉)∗ = Z/〈pa〉 \ p(Z/〈pa〉) also ϕ(pa) = pa − pa−1 =
pa−1(p− 1).

(3) Ist m =
∏s

j=1 p
αj
j mit paarweise verschiedenen Primzahlen pj und αj ≥ 1, dann ist

Z/〈m〉 =×j
Z/
〈
p
αj
j

〉
nach dem chinesischen Restsatz, also auch

(Z/〈m〉)∗ =×
j

(Z/
〈
p
αj
j

〉
)∗.

(4) Es ist ϕ(m) =
∏s

j=1 ϕ
(
p
αj
j

)
=
∏s

j=1 p
αj−1
j (pj − 1).

Lemma 6.4.21.
∑

d|m ϕ(d) = m.

Beweis. Sei m =
∏s

j=1 p
αj
j . Induktion über

∑s
j=1 αj =: n.

n = 1: Klar (beachte ϕ(1) = 0).
Induktionsschritt: ∑

d|m

ϕ(d) =
∑

d|(m/p1)

ϕ(d) +
∑

d|(m/pα11 )

ϕ(pα1
1 d) =

m/p1 + pα1−1
1 (p1 − 1)m/pα1

1 = m.

Ende
Vorl. 9

Der folgende Satz verallgemeinert den kleinen Satz von Fermat.

Satz 6.4.22. Sei K ein endlicher Körper. Dann ist seine Einheitengruppe zyklisch.

Beweis. Betrachte (K∗, ·) als Z-Modul über z · a := az für z ∈ Z und a ∈ K∗. Wir zeigen: Für
jeden Teiler d von |K| − 1 hat K∗ genau ϕ(d) Elemente der Ordnung d.
Denn: Sei ψ(d) := |{a ∈ K∗ | ord(a) = d}|. Dann gilt mit Folgerung 6.4.18 die Implikation:
d - (|K| − 1) =⇒ ψ(d) = 0.
Ist a ∈ K∗ und ord(a) = d, so ist 〈a〉 die Menge der d verschiedenen Nullstellen von Xd− 1.
Die Elemente der Ordnung d in 〈a〉 sind genau die am mit ggT(m, d) = 1, also ist ihre Anzahl
genau ϕ(d). Also ist ϕ(d) ≤ ψ(d). Deshalb ist nach dem vorigen Lemma

|K| − 1 =
∑

d||K|−1

ϕ(d) ≤
∑

d||K|−1

ψ(d) = |K∗| = |K| − 1.

Also ψ(d) = ϕ(d). Insbesondere ist ψ(|K| − 1) 6= 0 und K∗ = 〈a〉 für jedes Element a ∈ K∗
mit ord(a) = |K| − 1.

Satz 6.4.23. Sei p eine Primzahl, α ≥ 1.

(1) Ist p > 2, so ist (Z/〈pα〉)∗ ∼= (Z/pα−1Z,+)⊕ (Z/(p− 1)Z,+).

(2) Ist α ≥ 2, so ist (Z/〈2α〉)∗ ∼= (Z/2Z,+)⊕ (Z/2α−2Z,+).

Beweis.

(1) Zeige: Es reicht zu zeigen, dass die Gruppe zyklisch ist. Die Behauptung folgt dann
aus dem chinesischen Restsatz angewandt auf Z/〈(p−1)pα−1〉mit der additiven Grup-
pe Z/(p − 1)pα−1Z. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes zeigt man: Ist β ≥ 1, b ∈ Z,
p - b, dann ist

(1 + pβb)p = 1 + pβ+1c für ein c ∈ Z mit p - c. (*)

Ist a ∈ Z mit 〈a + pZ〉 = (Z/〈p〉)∗, so ist nach Fermat ap−1 = 1 + pb für ein b ∈ Z. Gilt
p - b, so ist 〈a+ pαZ〉 = (Z/〈pα〉)∗ wegen (*). Falls p | b, dann ersetze a durch a+ p und
erhalte 〈a+ p+ pαZ〉 = (Z/〈pα〉)∗ (kleine Rechnung als Übung).
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(2) Übung.

Damit haben wir die Struktur der Einheitengruppe von Z/〈m〉 bestimmt, denn dieser
Ring ist nach dem chinesischen Restsatz isomorph zu

Z/〈pα1
1 〉 × . . .× Z/〈pαss 〉,

falls m = pα1
1 · · · pαss eine Primfaktorzerlegung von m ist. Also ist seine Einheitengruppe das

direkte Produkt der Einheitengruppen

(Z/〈m〉)∗ ∼= (Z/〈pα1
1 〉)∗ × . . .× (Z/〈pαss 〉)∗,

was wir bereits in der letzten Bemerkung gebraucht haben.



Kapitel 7

Normalformen für Matrizen.

7.1 Ähnlichkeit von Matrizen

Wir wollen über das Klassifikationsproblem der Endomorphismen eines endlich dimen-
sionalen K-Vektorraumes sprechen oder, was äquivalent hierzu ist, über eine Normalform
der Matrizen des Endomorphismus, die durch eine gewisse Basiswahl erreicht wird.

Definition 7.1.1. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum über dem Körper K der Di-
mension n ∈ N.

(1) Zwei Endomorphismen α, β ∈ End(V) heißen ähnlich oder konjugiert unter GL(V),
falls ein γ ∈ GL(V) existiert mit α = γ ◦ β ◦ γ−1, d.h. α, β liegen in derselben Bahn
unter der Operation

GL(V)× End(V)→ End(V) : (γ, ζ) 7→ γ ◦ ζ ◦ γ−1.

(2) Zwei Matrizen A,B ∈ Kn×n heißen ähnlich oder konjugiert unter GLn(K), falls ein
g ∈ GLn(K) existiert mit A = gBg−1, d.h. A,B liegen in derselben Bahn unter der
Operation

GLn(K)×Kn×n → Kn×n : (g, C) 7→ gCg−1.

(3) Sei R ein Integritätsbereich. Zwei Matrizen A,B ∈ Rn×m heißen äquivalent (über R),
wenn es g ∈ GLn(R), h ∈ GLm(R) gibt mit gAh = B.

Klar: Äquivalenz von Matrizen ist eine Äquivalenzrelation.

Den Struktursatz 6.4.6 kann man auch so formulieren: IstR ein Hauptidealbereich, so ist
jede Matrix äquivalent zu einer Diagonalmatrix (sogar mit den Teilbarkeitsbedingungen).
Ähnliche Matrizen sind äquivalent über K. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Z.B. ist jede
Matrix in GLn(K) ist äquivalent über K zur Einheitsmatrix, aber dies ist nicht richtig für
Ähnlichkeit.
Die Matrizen, die einen festen Endomorphismus beschreiben, bilden eine Ähnlichkeitsklas-
se, wenn man die Basis variieren lässt. Umgekehrt sind zwei Endomorphismen genau dann
durch dieselbe Matrix beschreibbar, wenn sie konjugiert sind.

Bemerkung 7.1.2. µα, χα sind Invarianten (aus denen man z.B. Spur und Determinante
ablesen kann). Für jedes Polynom p(x) ∈ K[x] ist

End(V)→ Z≥0 : α 7→ Dim(Kern(p(α)))

eine Invariante.

29
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Wir wollen in diesem Abschnitt für einen gegebenen Endomorphismus α ∈ End(V) eine
möglichst einfache Form für die Matrix BαB finden. Bislang haben wir nur Teilergebnisse
und Spezialfälle erledigt, an die wir uns kurz erinnern wollen. Für den ganzen Abschnitt sei
V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Hier ist eine Zusammenfassung einiger relevanter
Ergebnisse aus dem ersten Semester.

Bemerkung 7.1.3. Ist µα(x) =
∏`

i=1 p
mi
i die Zerlegung des Minimalpolynoms in nor-

mierte irreduzible und paarweise verschiedene Polynome pi, dann gilt:

(1) Das charakteristische Polynom ist gegeben durch χα(x) =
∏`

i=1 p
ci
i mit ci ≥ mi.

(2) Man hat eine kanonische Zerlegung von V in die pi-Haupträume Vi := Kern(pmii (α)),
die alle α-invariant sind:

V =
⊕̀
i=1

Vi.

Man hat Vi = Kern(pmii (α)) = Bild(qi(α)) mit qi :=
∏`

j 6=i p
mj
j .

(3) Die Projektionen der Zerlegung sind gegeben durch πi = (aiqi)(α) wobei ai ∈ K[x]
mit

1 = a1q1 + . . .+ a`q`

gegeben sind.

(4) Für die Dimension der Haupträume gilt

Dim(Kern(pmii (α))) = ci Grad(pi).

(5) Im Falle mi = 1 ist Kern(pmii (α)) ein K[x]/〈pi〉-Vektorraum der Dimension ci, und
aus einer K[x]/〈pi〉-Basis konstruiert man leicht eine K-Basis, die für die Einschrän-
kung von α auf Kern(pmii (α)) die Matrix Diag(Mpi , . . . ,Mpi) liefert, wobei Mpi die Be-
gleitmatrix von pi ist. (Wichtiger Spezialfall: pi(x) = x − a für ein a ∈ K. Dann ist
Mpi = (a) und wir haben (mi = 1 vorausgesetzt) eine Basis aus Eigenvektoren für den
Hauptraum.)

Übung 7.1.1. Sei µα = pr für ein irreduzibles normiertes Polynom p ∈ K[x]. Zeige, dass
der Algorithmus zur Berechnung des Minimalpolynoms einen Vektor V ∈ V als Nebenpro-
dukt produziert, für dessen Minimalpolynom gilt: µα,V = µα.

Mit diesen Vorbemerkungen wollen wir zunächst einen kurzen Blick auf den Zentralisator
eines Endomorphimus werfen.

Definition 7.1.4. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum der Dimension n und α ∈
End(V). Dann heißt

CEnd(V)(α) := {β ∈ End(V)|α ◦ β = β ◦ α} ≤ End(V)

der Zentralisator oder die Zentralisatoralgebra von α (in End(V)).
Für A ∈ Kn×n ist die Zentralisatoralgebra von A definiert als CKn×n(A) := {X ∈ Kn×n |
AX = XA}

Bemerkung 7.1.5. CEnd(V)(α) ist der Kern der linearen Abbildung

End(V)→ End(V) : γ 7→ α ◦ γ − γ ◦ α

und somit ein Teilraum des K-Vektorraums End(V). Da CEnd(V)(α) auch abgeschlossen ist
unter Komposition von Abbildungen, ist CEnd(V)(α) eine Teilalgebra von End(V).
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Beispiel 7.1.6. Ist A = Diag(0, 1) ∈ K2×2 so ist CK2×2(A) = {Diag(a, b) | a, b ∈ K} =
K[A].

Für A =

(
0 1
1 1

)
∈ F2×2

2 ist CF2×2
2

(A) = F2[A] ∼= F4. Betrachtet man die Blockdiagonalma-

trix Diag(A,A) ∈ F4×4
2 so ist ihr Zentralisator isomorph zu F2×2

4 (Übung).
Ende
Vorl. 10Satz 7.1.7. Sei α ∈ End(V) etc. wie in Bemerkung 7.1.3. Setze Vi = πi(V), αi := α|Vi : Vi →

Vi.

(1) Für β ∈ CEnd(V)(α) und 1 ≤ i 6= j ≤ ` gilt πi ◦ β ◦ πj = 0, d.h. β respektiert die Zerlegung
von V in seine Haupträume, und somit gilt insbesondere

β =
∑̀
i=1

πi ◦ β ◦ πi︸ ︷︷ ︸
∈CEnd(Vi)(αi)

und

CEnd(V)(α) =
`×
i=1

CEnd(Vi)(αi)

(2) Sei µα(x) = χα(x), also das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom seien gleich.
Dann ist

(idV , α, α
2, . . . , αn−1)

mit n = Dim(V) eine K-Vektorraumbasis von CEnd(V)(α).

Beweis.

(1) Da β ∈ CEnd(V)(α) mit α vertauschbar ist, ist es auch mit jedem Polynom in α ver-
tauschbar, insbesondere mit den πi. Damit folgen die ersten Aussagen. Und mit idV =∑

i πi ist auch
CEnd(V)(α) =

⊕
i

πiCEnd(V)(α)

und πiCEnd(V)(α) = CEnd(Vi)(αi).

(2) Aus der Vorübung schließen wir, dass jeder Hauptraum Vi einen Vektor enthält, des-
sen Minimalpolynom gleich pmi ist. Wegen µα(x) = χα(x) liefert die Summe dieser
Vektoren uns einen Vektor V ∈ V mit mit Minimalpolynom µα,V (x) = µα(x).
Unter den gegebenen Voraussetzungen ist

(V, α(V ), . . . , αn−1(V ))

eine Basis von V . Sei nun β ∈ CEnd(V)(α) und

β(V ) = V ′ =
∑

aiα
i(V ) für geeignete ai ∈ K.

Dann ist β(α(V )) = α(β(V )) = α(V ′) und allgemeiner β(αj(V )) = αj(V ′), also

β(αj(V )) = (
∑
i

aiα
i)(αj(V )).

Also hat β denselben Effekt auf unsere Basis wie
∑
aiα

i, somit ist β =
∑
aiα

i.

Übung 7.1.2. Zeige: Im Falle µα = χα istCEnd(V)(α) alsK-Algebra isomorph zuK[x]/〈µα〉.
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Übung 7.1.3. Man formuliere den letzten Satz und die zugehörigen Übungen in der
Sprache der Matrizen. (Sehr wichtig!)

Die Situation aus Satz 7.1.7.(2) hat einen Namen:

Definition 7.1.8. Sei α ∈ End(V). Jeder Vektor V ∈ V mit 〈V 〉α := K[α](V ) = V heißt
ein zyklischer Vektor von V (bezüglich α). Falls ein solcher existiert, heißt V ein zyklischer
Vektorraum bezüglich α.

Bemerkung 7.1.9. V ist genau dann ein zyklischer Vektorraum bezüglich α ∈ End(V)
wenn µα = χα gilt.

Beweis. Die Rückrichtung ist Teil des Beweis von Satz 7.1.7.(2). Die Hinrichtung ist trivial,
denn für jeden zyklischen Vektor V hat µα,V den Grad dim(V).

Beispiel 7.1.10.

• Sei A = Diag(0, 1) ∈ K2×2. Ist K2×1 ein zyklischer Vektorraum bezüglich Ã?

• Sei B = Diag(1, 1) = I2 ∈ K2×2. Ist K2×1 ein zyklischer Vektorraum bezüglich B̃?

7.2 Normalformen für Matrizen

7.2.a Die rationale kanonische Form

In diesem Abschnitt möchten wir den Struktursatz für Moduln über Hauptidealbereichen
anwenden, um eine Normalform für Ähnlichkeitsklassen von Matrizen zu erhalten. Sei
dazu K ein Körper.

Satz 7.2.1.

(1) Jede Matrix A ∈ Kn×n macht Kn×1 zu einem K[x]-Modul durch p(x)V = p(A)V für alle
V ∈ Kn×1, p(x) ∈ K[x]. Diesen K[x]-Modul bezeichnen wir mit MA.

(2) Es ist AnnK[x](MA) = 〈µA〉�K[x] das vom Minimalpolynom von A erzeugte Ideal.

(3) EndK[x](MA) ∼= CKn×n(A) = {X ∈ Kn×n | XA = AX}.

(4) FürA,B ∈ Kn×n giltMA
∼= MB genau dann, wenn es ein g ∈ GLn(K) gibt mitA = g−1Bg,

also genau dann wenn A und B ähnlich sind.

Beweis.

1. & 2. hatten wir schon früher bemerkt.

3. Der K[x]-Modul MA wird durch Einschränkung zu einem K-Modul, also einem K-
Vektorraum. Insbesondere sind alle K[x]-Modulhomomorphismen auch K-lineare
Abbildungen und somit gegeben durch Multiplikation mit einer Matrix. Für X ∈
Kn×n ist die K-lineare Abbildung X̃ ∈ EndK[x](MA) genau dann, wenn X̃(xV ) =

xX̃(V ) für alle V ∈ Kn×1, also genau dann wenn XAV = AXV für alle V ∈ Kn×1,
d.h. XA = AX und somit X ∈ CKn×n(A).

4. Sei X̃ : MA → MB ein Isomorphismus. Dann ist insbesondere die lineare Abbildung
X̃ bijektiv, also X ∈ GLn(K). Weiter erfüllt X̃ die Bedingung X̃(AV ) = BX̃(V ) für
alle V ∈ Kn×1, also XA = BX und somit A = X−1BX .
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Übung 7.2.1. Formulieren Sie obigen Satz und alle weiteren Ergebnisse dieses Abschnitts
in der Sprache der Endomorphismen.

Definition 7.2.2. Sei A ∈ Kn×n. Die charakteristische Matrix X(A) ist definiert als
X(A) = xIn − A ∈ K[x]n×n.

Satz 7.2.3. Sei A ∈ Kn×n. Der Kern des K[x]-Modulepimorphismus

fA : K[x]n×1︸ ︷︷ ︸
=FrK[x](n)

�MA, fA(ei) := ei

ist der Teilmodul S(X(A)) ≤ K[x]n×1, der frei auf den Spalten von X(A) ist (vom Rang n).

Beachte: ei hat in diesem Kontext zwei verschiedene Bedeutungen: Als Argument von
fA lebt ei in K[x]n×1 und bezeichnet die i-te Einheitsspalte in diesem freien K[x]-Modul.
Als Wert von fA lebt ei in MA und bezeichnet die i-te Einheitsspalte in Kn×1.

Beweis. Für p = (p1, . . . , pn)tr ∈ K[x]n×1 ist

fA(p) = fA(
n∑
i=1

piei) =
n∑
i=1

pi(A) · fA(ei) =
n∑
i=1

pi(A)ei.

Insbesondere haben wir für alle 1 ≤ j ≤ n:

fA(xej) = Aej = A−j

und somit fA(xej − A−j) = fA(xej −
∑n

i=1Aijei) = A−j − A−j = 0. Somit ist der von den
Spalten xej − A−j der charakteristischen Matrix erzeugte Teilmodul von K[x]n×1 enthalten
im Kern von fA.

Bezeichne NA := S(X(A)) diesen Spaltenraum. Da NA im Kern von fA liegt, ist die
Abbildung fA : K[x]n×1/NA → MA wohldefiniert und wie die Ausgangsabbildung fA ist
auch fA K-linear und surjektiv. Die K-Dimension von MA ist n.
Behauptung: (e1 +NA, . . . , en +NA) ist ein K-Erzeugendensystem von K[x]n×1/NA.

Dazu sei p = (p1, . . . , pn)tr ∈ K[x]n×1. Wir zeigen durch Induktion über Grad(p) :=
max{Grad(pi) | 1 ≤ i ≤ n}, dass es ein c ∈ Kn×1 und ein C ∈ NA gibt mit p = c + C. Dies
ist klar, falls Grad(p) = 0, da dann schon p = c ∈ Kn×1. Ansonsten dividiere alle pi mit
Grad(pi) = Grad(p) sukzessive mit Rest durch (x−Aii), also pi = qi(x−Aii)+ri und ersetze
p durch p − qiX(A)−i︸ ︷︷ ︸

∈NA

. Da Grad(qi) = Grad(pi) − 1 ist, verringert sich der Grad von p nach

der sukzessiven Ersetzung um mindestens 1. Nun können wir die Induktionsannahme an-
wenden.
Also ist die K-Dimension von K[x]n×1/NA höchstens n und somit fA auch injektiv.
Dass NA frei auf den Spalten von X(A) ist, folgt da det(X(A)) = χA 6= 0.

Ende
Vorl. 11Folgerung 7.2.4. Als K[x]-Modul ist

MA
∼= K[x]n×1/Kern fA = K[x]n×1/S(X(A)).

Nach dem Struktursatz 6.4.6 gibt es g, h ∈ GLn(K[x]) mit

gX(A)h = Diag(f1(x), . . . , fn(x)),

so dass fi(x) ∈ K[x] normiert, f1(x) | f2(x) | . . . | fn(x). Ist di := Grad(fi) und s = min{i ∈ n |
di > 0} so ist

χA = det(X(A)) =
n∏
i=1

fi(x) =
n∏
i=s

fi(x),

µA = fn(x)
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und

MA
∼=K[x] K[x]/〈f1(x)〉 ⊕ . . .⊕K[x]/〈fn(x)〉
∼=K[x] K[x]/〈fs(x)〉 ⊕ . . .⊕K[x]/〈fn(x)〉 ∼= MRKF(A)

mit

RKF(A) = Diag(Mf1 , . . . ,Mfn)

= Diag(Mfs , . . . ,Mfn)

wobeiMfi die Begleitmatrix von fi bezeichnet (Mfi ist leer, falls di = 0 ist). Die fi(x) sind nach Satz
6.4.10 durch A eindeutig bestimmt (als Elementarteiler von X(A)). Die zu A ähnliche Blockdiago-
nalmatrix RKF(A) heißt die rationale kanonische Form oder auch Frobenius-Normalform
von A ∈ Kn×n.

Bemerkung 7.2.5. Sei RKF(A) := Diag(Mfs , . . . ,Mfn). Dann ist MA die direkte Summe
von n− s+ 1 zyklischen K[x]-Moduln K[x]/〈fi〉. Jede andere solche Zerlegung von MA hat
mindestens ebensoviele zyklische Summanden.

Bemerkung 7.2.6. Achtung: Im Gegensatz zur Hauptraumzerlegung ist die Zerlegung
in Bemerkung 7.2.5 nur bis auf Isomorphie eindeutig: Ist α = Ã und sind B,B′ Basen von
V = Kn×1 mit

BαB = Diag(Mfs , . . . ,Mfn) = B′αB
′
,

so ist der Endomorphismus β ∈ End(V) definiert durch β(Bi) := B′i für alle 1 ≤ i ≤ n =
Dim(V) eine Einheit im Zentralisator von α:

β ∈ CEnd(V)(α)∗ = CEnd(V)(α) ∩GL(V) =: Autα(V).

Folgerung 7.2.7. Seien A,B ∈ Kn×n. Äquivalent sind:

(1) A und B sind ähnlich.

(2) X(A) und X(B) sind ähnlich.

(3) X(A) und X(B) sind äquivalent über K[x].

(4) MA und MB sind isomorphe K[x]-Moduln.

(5) A und B haben dieselbe rationale kanonische Form.

Durch eine Kombination von Hauptraumzerlegung und rationaler kanonischer Form
erhält man die sogenannte primäre rationale Form einer Matrix A, mit der man MA in
die maximal mögliche Anzahl nicht-trivialer zyklischer K[X]-Moduln zerlegt. Diese hat
den Vorteil, dass die Blockdiagonalmatrizen kleiner sind als bei der rationalen kanonischen
Form.

Bemerkung 7.2.8. Sei A ∈ Kn×n mit Minimalpolynom µA =
∏`

i=1 p
mi
i , charakterisi-

tischem Polynom χA =
∏`

i=1 p
ci
i und Vi := Kern(pmii (A)) der pi-Hauptraum. Dann ist

Kn×1 =
⊕`

i=1 Vi eine Ã-invariante Zerlegung. Bezüglich einer an diese Zerlegung angepas-
sten Basis hat Ã also eine Matrix Diag(A1, . . . , A`) in Blockdiagonalgestalt. Ist RKF(Ai) =

Diag
(
Mp

ai1
i
, . . . ,M

p
aisi
i

)
die rationale kanonische Form von Ai (also 0 < ai1 ≤ ai2 ≤ . . . ≤

aisi , ci = ai1 + . . .+ aisi , aisi = mi) so ist A ähnlich zu

PRF(A) = Diag(RKF(A1), . . . ,RKF(A`)) = Diag
(
Mp

a11
1
, . . . ,M

p
a`s`
`

)
.

PRF(A) heißt die primäre rationale Form oder Weierstraß Form von A.
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Übung 7.2.2. Die aij’s lassen sich aus der Primfaktorzerlegung der Elementarteiler von
X(A) bestimmen.

Beispiel 7.2.9. Sei K := Q und

A :=


−6 6 0 6

−4 6 −1 3

−6 12 −3 3

−6 12 −3 3

 ∈ Q4×4

Dann ist

X(A) =


x+ 6 −6 0 −6

4 x− 6 1 −3

6 −12 x+ 3 −3

6 −12 3 x− 3

 ∈ Q[x]4×4

und gX(A)h = Diag(1, 1, x, x3), wobei

g =


1 0 0 0
0 1 0 0

1/24x+ 1/4 −3/4 0 1/4
1/6x2 − x− 4 x+ 12 −4 x

 , h =


0 0 0 6
0 0 −1 1/4x+ 3
−1/2 1 x− 3 −1/4x2 + 3/4x+ 3
−1/6 0 1 3/4x+ 3

 .

Also erhält man

RKF(A) = PRF(A) = Diag(Mx,Mx3) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


Beispiel 7.2.10. Sei

A =

 0 1 1
1 −1 0
0 1 0

 ∈ Q3×3.

Dann findet man gX(A)h = Diag(1, 1, x3 + x2 − x− 1) wobei

g =

 1 0 0
0 1 0
x x2 1

 , h =

 0 −1 x+ 1
0 0 1
−1 −x x2 + x− 1


Also ist µA = χA = x3 + x2 − x − 1 = (x + 1)2(x − 1), RKF(A) = MµA und PRF(A) =

Diag(Mx−1,M(x+1)2) = Diag((1),

(
0 −1
1 −2

)
).

7.2.b Trennende Invarianten

Satz 7.2.11. Sei α ∈ End(V) mit µα = pm mit p ∈ K[x] irreduzibel. Setze ν := p(α), d :=
Grad(p). Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) V ist zyklisch bezüglich α.

(2) DimK Kern(ν) = d.
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(3) Rang(ν) = DimK(V)− d.

(4) µα = χα.

(5) Sämtliche α-invarianten Teilräume von V sind gegeben durch

〈νi(V)〉α = 〈νi(V)〉 = Bild(νi)

für i = 0, 1, . . .m.

Beweis. Zunächst eine allgemeine Vorbemerkung, die nur die gemeinsame Voraussetzung
benutzt: Setze Vi := Bild(νi). Nach Definition des Minimalpolynoms ist Vm−1 6= {0} und
Vm = {0}. Da ν = p(α) mit α kommutiert, sind die Vi’s allesamt α-invariant, d.h. α(Vi) ⊆ Vi.
Es ist

V = V0 > V1 > . . . > Vm−1 > Vm = {0}, (?)

wobei die Faktoren Vi/Vi+1 = ν(Vi−1/Vi) epimorphe Bilder voneinander sind. Insbesondere
ist

Dim(Vm−1) ≤ . . . ≤ Dim(Vi)−Dim(Vi+1) ≤ Dim(Vi−1)−Dim(Vi) ≤ . . . ≤ Dim(V0)−Dim(V1)︸ ︷︷ ︸
=Dim(Kern(ν))

.

Das Minimalpolynom des von α auf Vi/Vi+1 induzierten Endomorphismus αi ist µαi = p.
Insbesondere ist nach Satz 5.5.7 (im LA I Skript) die Dimension Dim(Vi/Vi+1) ein Vielfaches
von d.

(2)⇔ (3) folgt aus dem Homomorphiesatz.

(1)⇔ (4) ist Bemerkung 7.1.9.

(4)⇒ (2) Ist µα = χα, so ist dm = Grad(µα) = Grad(χα) = n und die echt absteigende Kette von
Teilräumen oben hat Länge n/d. Damit muss aber Dim(Vi) − Dim(Vi+1) = d sein für
alle i, also auch Dim(Kern(ν)) = Dim(V)−Dim(Bild(ν)) = Dim(V0)−Dim(V1) = d.

(2)⇒ (4) Ist Dim(Kern(ν)) = d, so folgt Dim(Vi) = Dim(Vi+1) + d für alle i und daher m = n/d.

(1)⇒ (5) IstW ≤ V ein α-invarianter Teilraum, so gibt es ein größtes i mitW ≤ Vi. Aber jedes
W ∈ W \ Vi+1 erfüllt bereits 〈W 〉α = Vi, da auch Vi ein zyklischer Modul für α|Vi und
Vi/Vi+1

∼= K[x]/〈p〉 ein einfacher Modul ist, sprich, nur die trivialen Teilmoduln hat.

(5)⇒ (1) Klar, da dann alle Vektoren in V \ V1 (und nur diese) demnach zyklisch sein müssen.

Definition 7.2.12.

(1) Eine Partition der natürlichen Zahl c ∈ N>0 ist ein k-Tupel a = (a1, . . . , ak) ∈ Nk
>0 für

ein k ∈ N>0 mit a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ ak und a1 + a2 + · · ·+ ak = c.

(2) Ist a = (a1, . . . , ak) ∈ Nk
>0 eine Partition von c ∈ N>0, so ist die konjugierte Partition

a′ von a definiert durch a′i := |{j|aj ≥ i}|.

Man visualisiert üblicherweise die Partition durch Kästchen, die man linksbündig in Zei-
len untereinander anordnet mit ai Kästchen in der i-ten Zeile. Dies nennt man das Young-
Diagramm der Partition. Die YOUNG-Diagramme von a und a′ sind transponiert zueinan-
der.

Ende
Vorl. 12
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Definition 7.2.13. Sei V ein K-Vektorraum und α ∈ End(V) mit χα = pc, p ∈ K[x]
irreduzibel. Dann gibt es eine K-Basis B von V mit

BαB = Diag(Mpa1 , . . . ,Mpak )

entsprechend dem K[x]-Modulisomorphismus

V ∼=K[x] K[x]/〈pa1〉 ⊕ · · · ⊕K[x]/〈pak〉

für eine eindeutig durch α definierte Partition (ak, . . . , a1) von c. Diese Partition heißt die
durch α definierte Partition.

Folgerung 7.2.14. Seien α und p wie in Definition 7.2.13, d := Grad(p) und a := (ak, . . . , a1)
die durch α definierte Partition. Sei Vi := Bild(p(α)i) für i = 0, . . . , ak. Dann gilt

V = V0 > V1 > . . . > Vak−1 > Vak = {0}

und dim(Vi/Vi+1) = a′id, wobei a′ die zu a konjugierte Partition ist.

Beweis. Wende Satz 7.2.11 auf jeden zyklischen Summanden an.

Beispiel 7.2.15. Sie p ∈ K[x] normiert, irreduzibel von Grad d und A ∈ K5d×5d mit
µA = p3. Dann ist χA = p5 und man hat 2 Möglichkeiten für die Ähnlichkeitsklasse von A:

A ∼ Diag(Mp,Mp,Mp3) oder A ∼ Diag(Mp2 ,Mp3)

entsprechend den K[x]-Modulisomorphismen

MA
∼= K[x]/〈p〉 ⊕K[x]/〈p〉 ⊕K[x]/〈p3〉 oder MA

∼= K[x]/〈p2〉 ⊕K[x]/〈p3〉.

Im ersten Fall ist dim(Kern(p(A)) = 3d und im zweiten Fall gleich 2d. Man kann also ent-
scheiden, zu welcher Ähnlichkeitsklasse die Matrix A gehört, indem man nur den Rang
von ν = p(A) berechnet.

Es stellt sich abschließend die Frage nach trennenden Invarianten für die Konjugations-
operation.

Satz 7.2.16. Zwei Endomorphismen α, β ∈ End(V) sind genau dann unter GL(V) konjugiert,
wenn gilt

(1) die Minimalpolynome sind gleich: µα(x) = µβ(x) und

(2) für jeden normierten irreduziblen Teiler p ∈ K[x] des Minimalpolynoms sind die Partitionen
des p-Hauptraumes von (V , α) und von (V , β) gleich.

In anderen Worten: Das Minimalpolynom zusammen mit den Partitionen bilden ein System tren-
nender Invarianten für die Ähnlichkeitsklassen.

Beispiel 7.2.17. Ähnlichkeitsklassen in C3×3:

χA(x) µA(x) Partitionen Vertreter
(x− a)3 x− a (1, 1, 1) Diag(a, a, a)

(x− a)2 (2, 1) Diag(a,M(x−a)2)
(x− a)3 (3) M(x−a)3

(x− a)2(x− b) (x− a)(x− b) (1, 1), (1) Diag(a, a, b)
(x− a)2(x− b) (2), (1) Diag(M(x−a)2 , b)

(x− a)(x− b)(x− c) (x− a)(x− b)(x− c) (1), (1), (1) Diag(a, b, c)
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Beispiel 7.2.18. Ähnlichkeitsklassen in C4×4:

χA(x) µA(x) Partitionen Vertreter
(x− a)4 x− a (1, 1, 1, 1) Diag(a, a, a, a)

(x− a)2 (2, 1, 1) Diag(a, a,M(x−a)2)
(x− a)2 (2, 2) Diag(M(x−a)2 ,M(x−a)2)
(x− a)3 (3, 1) Diag(a,M(x−a)3)
(x− a)4 (4) M(x−a)4

(x− a)3(x− b) (x− a)(x− b) (1, 1, 1), (1) Diag(a, a, a, b)
(x− a)2(x− b) (2, 1), (1) Diag(a,M(x−a)2 , a, b)
(x− a)3(x− b) (3), (1) Diag(M(x−a)3 , b)

(x− a)2(x− b)2 (x− a)(x− b) (1, 1), (1, 1) Diag(a, a, b, b)
(x− a)2(x− b) (2), (1, 1) Diag(M(x−a)2 , b, b)
(x− a)2(x− b)2 (2), (2) Diag(M(x−a)2 ,M(x−b)2)

(x− a)2(x− b)(x− c) (x− a)(x− b)(x− c) (1, 1), (1), (1) Diag(a, a, b, c)
(x− a)2(x− b)(x− c) (2), (1), (1) Diag(M(x−a)2 , b, c)∏

w=a,b,c,d(x− w)
∏

w=a,b,c,d(x− w) (1), (1), (1), (1) Diag(a, b, c, d)

Übung 7.2.3. Gib ein Vertretersystem aller Konjugiertenklassen von Endomorphismen
von F3×1

2 und von R3×1 an.

7.2.c Die JORDAN Normalform

Aus der primären rationalen Form erhält man durch eine etwas andere Basiswahl leicht die
JORDAN Normalform. Dazu genügt es, die zyklischen Moduln innerhalb eines Hauptraums
zu behandeln.

Satz 7.2.19. Sei α ∈ End(V) mit µα = χα = pm mit p ∈ K[x] irreduzibel. Setze ν := p(α),
d := Grad(p).
Jedes V ∈ V \ ν(V) liefert eine Basis

B := (V, α(V ), . . . , αd−1(V )︸ ︷︷ ︸ , ν(V ), α(ν(V )), . . . αd−1(ν(V ))︸ ︷︷ ︸, . . . , νm−1(V ), . . . , αd−1(νm−1(V ))︸ ︷︷ ︸)
von V , so dass die Matrix von α bzgl. B gegeben ist durch

BαB = Jm(p) :=



Mp 0 0 . . . 0 0
Nd Mp 0 . . . 0 0
0 Nd Mp . . . 0 0
0 0 Nd . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . Nd Mp



wobei Nd =


0 . . . 0 1
0 . . . . . . 0
...

...
...

...
0 . . . . . . 0

 ∈ Kd×d.

Beweis. Nachrechnen.

Folgerung 7.2.20. Sei A ∈ Kn×n mit PRF(A) = Diag(Mp
a11
1
, . . . ,M

p
a`s`
`

). Dann ist A ähn-
lich zu

JNF(A) = Diag(Ja11(p1), . . . , Ja`s` (p`)).

JNF(A) heißt die Jordan-Normalform von A.
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Beispiel 7.2.21. Im Beispiel 7.2.9 ist RKF(A) = PRF(A) = JNF(A). Im Beispiel 7.2.10
erhält man

JNF(A) =

 1 0 0
0 −1 0
0 1 −1

 .

7.2.d Transformationsmatrizen

Bemerkung 7.2.22. (ohne Beweis) Sei S = gX(A)h = Diag(f1, . . . , fn) die SMITH-Form
von X(A) ∈ K[x]n×n, wobei die fi normiert seien. Seien f1 = . . . = fs−1 = 1 und Grad(fi) =
di ≥ 1 für alle i ≥ s. Dann gilt ds + . . .+ dn = n. Für i ≥ s und 1 ≤ j ≤ n sei

gij ≡ ci,j,0 + ci,j,1x+ . . .+ ci,j,di−1x
di−1 (mod fi).

Setze

P
(i)
j :=

 ci,j,0
...

ci,j,di−1

 ∈ Kdi×1

und

Pj :=

 P
(s)
j
...

P
(n)
j

 ∈ Kn×1.

Dann ist die Matrix P = [P1, . . . , Pn] ∈ Kn×n invertierbar und es gilt PAP−1 = RKF(A),
wobei RKF(A) die rationale kanonische Form von A ist.

Beispiel 7.2.23. Ist A wie in Beispiel 7.2.10, so kann g =

 1 0 0
0 1 0
x x2 1

 gewählt werden

und es ergibt sich gemäß obiger Vorschrift

P :=

 0 0 1
1 0 0
0 1 0


und erhält

PAP−1 =

 0 0 1
1 0 1
0 1 −1

 = RKF(A)

wie gewünscht.
Die Berechnung der SMITH-Form von X(A) ist zu aufwendig. Eine Transformationsmatrix
P erhält man einfacher durch direktes Rechnen mit Matrizen über K: Da µA = χA gilt, ist
Q3×1 ein zyklischer Modul. Beginnt man mit

e1 =

 1
0
0

, Ae1 = e2 =

 0
1
0

, A2e1 = Ae2 =

 1
−1
1

, so erhält man direkt eine Basis

B = (e1, e2, Ae2) mit BÃB = MµA , in Matrizen T :=

 1 0 1
0 1 −1
0 0 1

 erfüllt T−1AT = MµA .

Beispiel 7.2.24. Sei nun A wie in Beispiel 7.2.9, also gX(A)h = Diag(1, 1, x, x3), wobei

g =


1 0 0 0
0 1 0 0

1/24x+ 1/4 −3/4 0 1/4
1/6x2 − x− 4 x+ 12 −4 x

 .
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Dann erhält man

P =


1/4 −3/4 0 1/4
−4 12 −4 0
−1 1 0 1
1/6 0 0 0


und berechnet PAP−1 = Diag(Mx,Mx3).

Ende
Vorl. 13

Diese Methode ist aufwendig, da es i.a. nicht so leicht ist, die SMITH-Form der charakte-
ristischen Matrix zu bestimmen. Dazu werden Rechnungen im Polynomring benötigt. Im
folgenden wollen wir uns überlegen, wie wir eine geeignete Basis finden, so dass BαB in
Normalform ist, wobei wir ab jetzt mit der JORDAN-Normalform arbeiten werden.

Beispiel 7.2.25. Seien K := Q und A wie in Beispiel 7.2.9, also

A :=


−6 6 0 6

−4 6 −1 3

−6 12 −3 3

−6 12 −3 3

 ∈ Q4×4

mit Minimalpolynom µA(x) = x3. Der erste Standardbasisvektor E1 hat x3 als Minimalpo-
lynom µA,E1 :

(E1, AE1, A
2E1) =


1 −6 −24

0 −4 −12

0 −6 −12

0 −6 −12

 ,

Es ist 〈E1〉A = 〈E1, E2, E3 +E4〉 (etwa mit Spalten-Gauß nachrechnen). Dieser Raum enthält
also nichtE3. Es istAE3 = AE1− 1

4
A2E1 also setzen wir F := 2(E1− 1

4
AE1−E3) = (5, 2, 1, 3)tr

damit AF = 0 wird. Dann ist (F,E1, AE1, A
2E1) eine Basis von Q4×1, bezüglich der Ã die

Matrix Diag(Mx,Mx3) bekommt.

Unsere Aufgabe ist es, diese Normierung auf den Fall von mehr als zwei Summanden
zu übertragen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass µα = (x − a)m gilt, also nur
ein Hauptraum vorliegt (die Zerlegung in Haupträume haben wir also schon erledigt) und
(nur um das Verfahren klarer zu machen) dass der irreduzible Faktor Grad 1 hat.

Bemerkung 7.2.26. Algorithmus zur Bestimmung der Jordan-Normalform, der mit
Kernen arbeitet
Sei α ∈ End(V) mit µα = pm = (x− a)m und setze ν := p(α) = α− a idV . SeiWi := Kern(νi).
Dann ist

W0 = {0} < W1︸︷︷︸
=Eα(a)

< . . . <Wm−1 <Wm = V .

Vorbemerkungen: Für die Elemente V ∈ Wj \ Wj−1 gilt νj(V ) = 0, aber νj−1(V ) 6= 0.
Außerdem ist ν :Wj/Wj−1 →Wj−1/Wj−2 injektiv, da ν−1(Wj−2) ≤ Wj−1 ist.

(1) Ergänze eine Basis von Wm−1 durch V1, . . . , Vk zu einer Basis von Wm = V . Dann
bilden die Restklassen (V1 + Wm−1, . . . , Vk + Wm−1) eine Basis von Wm/Wm−1. Da
ν :Wm/Wm−1 →Wm−1/Wm−2 injektiv ist, sind auch (ν(V1)+Wm−2, . . . , ν(Vk)+Wm−2)
linear unabhängig und man erhält induktiv, dass

Bm := (V1, ν(V1), . . . , νm−1(V1), V2, ν(V2), . . . , νm−1(V2), . . . , Vk, ν(Vk), . . . , ν
m−1(Vk))

eine Basis eines α-invarianten Teilraums ist mit BmαBm = Diag(Jm(a), . . . , Jm(a)︸ ︷︷ ︸
k

).
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(2) Ergänze eine Basis von

Wm−2 ⊕ 〈ν(V1), . . . , ν(Vk)〉 ≤ Wm−1

durch Vektoren W1, . . . ,W` zu einer Basis vonWm−1. Die Zahl ` kann 0 sein.

Bm−1 := (W1, ν(W1), . . . , νm−2(W1),W2, . . . , ν
m−2(W2), . . . ,W`, . . . , ν

m−2(W`))

ist dann eine Basis eines α-invarianten Teilraums mit
Bm,Bm−1αBm,Bm−1 = Diag(Jm(a), . . . , Jm(a)︸ ︷︷ ︸

k

, Jm−1(a), . . . , Jm−1(a)︸ ︷︷ ︸
`

).

(3) Wiederhole (2) mit m− 1 anstelle von m, dann mit m− 2 etc..

Beispiel 7.2.27.

A :=


1 2 0 0

1 2 0 2

1 2 2 1

2 0 0 0

 ∈ F4×4
3

hat Minimalpolynom µA = (x− 2)3. Es gilt

(A− 2I4)2 =


0 1 0 1

0 2 0 2

0 2 0 2

0 1 0 1


Der Rang ist 1, wir werden also den ersten JORDAN-Block aus dem zweiten Standardbasis-
vektor V = E2 bekommen. Der Eigenvektor (A − 2I4)2V wird offenbar durch den dritten
Standardbasisvektor W = E3 zur Basis vonW1 := Kern(A− 2I4) =: EA(2) ergänzt. Also ist
unsere neue Basis B = (V, (A− 2I4)V, (A− 2I4)2V,W ) und die transformierte Matrix ist

2 0 0 0

1 2 0 0

0 1 2 0

0 0 0 2

 ∈ F4×4
3 .

7.2.e Eine Anwendung: lineare Differentialgleichungssysteme.

In diesem Abschnitt wollen wir eine Anwendung der Jordan-Normalform sehen. Im We-
sentlichen geht es um die Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion.

Definition 7.2.28. Sei A ∈ Rn×n. Sind ui(t) reelle Funktionen so setze

u(t) :=

 u1(t)
...

un(t)

 und u′(t) :=

 u′1(t)
...

u′n(t)


Dann heißt

u′(t) = Au(t) (?)

ein lineares Differentialgleichungssystem (mit konstanten Koeffizienten). Die Lösungs-
menge von (?) ist

L(?) = {u(t) | ui(t) reelle, differenzierbare Funktionen und u′(t) = Au(t)}.
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Satz 7.2.29 (Aus der Analysis). Sei A ∈ Rn×n. Dann ist die Exponentialreihe

exp(A) :=
∞∑
k=0

1

k!
Ak

konvergent und die Abbildung R → Rn×n, t 7→ exp(tA) auf jedem beschränkten Intervall gleich-
mäßig stetig (bzgl. der Maximumsnorm ‖M‖ := max{|Mij| | 1 ≤ i, j ≤ n}).

Bemerkung 7.2.30. Seien A,B ∈ Rn×n.

(1) Aus AB = BA folgt exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A) = exp(A+B).

(2) exp(0) = In.

(3) exp(A) ist invertierbar mit exp(A)−1 = exp(−A).

(4) d
dt

(exp(tA)) = A exp(tA) = exp(tA)A für alle t ∈ R.

Beweis. Wir zeigen (1): Sei AB = BA. Dann ist

exp(A+B) =
∞∑
k=0

1

k!
(A+B)k =

∞∑
k=0

1

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
AjBk−j

=
∞∑
j=0

∞∑
k=j

1

j!
Aj

1

(k − j)!
Bk−j =

∞∑
j=0

∞∑
m=0

1

j!
Aj

1

m!
Bm

= exp(A) exp(B).

Behauptung (2) ist klar, (3) folgt direkt aus (1) & (2) und (4) ist durch gliedweises Differen-
zieren eine leichte Übung.

Ende
Vorl. 14 Satz 7.2.31 (Aus der Analysis). Sei A ∈ Rn×n. Das lineare Differentialgleichungssystem

u′(t) = Au(t) hat die Lösungsmenge L = {u : R → Rn | u(t) = exp(tA)c mit c ∈ Rn}.
Die eindeutig bestimmte Lösung des Anfangswertproblems u′(t) = Au(t), u(t0) = u0 ∈ Rn ist
u(t) = exp((t− t0)A)u0.

Diese Lösungsmenge L ist ein Vektorraum der Dimension n. Ist (b1, . . . , bn) eine Basis
von Rn, so ist (exp(tA)b1, . . . , exp(tA)bn) eine Basis von L. Die Jordan-Normalform von A
wird benutzt, um eine solche schöne Basis von L zu finden. Wir formulieren dies nur für
zyklische Vektorräume mit µA = χA = (x−λ)n ist. Der allgemeine Fall folgt durch einfaches
Zusammensetzen.

Satz 7.2.32. Sei A ∈ Rn×n, χA = µA = (x − λ)n. Sei b1 ∈ Rn ein zyklischer Vektor, also
b2 := (A − λIn)b1, . . . , bn := (A − λIn)n−1b1 ∈ Rn \ {0} und Abn = λbn. Dann ist (b1, . . . , bn)
eine Basis von Rn und (exp(tA)b1, . . . , exp(tA)bn) eine Basis von L. Es gilt für 1 ≤ ` ≤ n und alle
k ∈ N:

Akb` =
n−∑̀
j=0

λk−j
(
k

j

)
bj+`

und

exp(tA)b` = exp(λt)

(
n−∑̀
j=0

tj

j!
bj+`

)
für alle t ∈ R.
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Beweis. Wir zeigen

Akb1 =
n−1∑
j=0

λk−j
(
k

j

)
bj+1.

Die Aussage für ` > 1 ergibt sich dann analog. Dazu wenden wir Induktion über k an. Für
k = 0 liest sich die Behauptung als b1 = b1, da

(
k
j

)
= 0 für j > k. Der Induktionsschluss ist

nicht schwerer:

Ak+1b1 = A

(
n−1∑
j=0

λk−j
(
k

j

)
bj+1

)
=

n−1∑
j=0

λk−j
(
k

j

)
(bj+2 + λbj+1︸ ︷︷ ︸

Def. von bj+2

)

=
n−1∑
j=0

λk−j+1

(
k

j − 1

)
bj+1 +

n−1∑
j=0

λk−j+1

(
k

j

)
bj+1 =

n−1∑
j=0

λk−j+1

((
k

j − 1

)
+

(
k

j

))
bj+1

=
n−1∑
j=0

λk+1−j
(
k + 1

j

)
bj+1,

wobei wir der Einfachheit halber bn+1 := 0 setzen. Mit dieser Formel gilt

exp(tA)b` =
∞∑
k=0

tk

k!

n−∑̀
j=0

λk−j
(
k

j

)
bj+` =

∞∑
k=0

n−∑̀
j=0

tk−j

(k − j)!
λk−j

tj

j!
bj+`

=

(
∞∑
i=0

(tλ)i

i!

)(
n−∑̀
j=0

tj

j!
bj+`

)
= exp(λt)

(
n−∑̀
j=0

tj

j!
bj+`

)
.

Beispiel 7.2.33. Gesucht ist die Lösungsmenge des Differentialgleichungssystems

u′1 = −u1 − u2 − 3u′2
u′′2 = −u2 − 2u′2

Um daraus ein DGL-System erster Ordnung zu machen, setzen wir u′2 =: u3 und erhalten

u′1 = −u1 − u2 − 3u3

u′2 = u3

u′3 = −u2 − 2u3

also u′ = Au, wobei

A =

 −1 −1 −3
0 0 1
0 −1 −2


gilt. Das Minimalpolynom von A ist (x + 1)3, also ist −1 der einzige Eigenwert von A und
A ist ähnlich zum Jordan-Block

J :=

 −1 0 0
1 −1 0
0 1 −1


Der Kern von (A+ 1)2 ist hier1 gleich dem Bild von A+ 1 und

Kern((A+ 1)2) = Bild(A+ 1) = 〈(1, 0, 0)tr, (0, 1,−1)tr〉
1Da es genau einen Jordan-Block gibt, allgemeiner, da alle Jordan-Blöcke zum gegebenen Eigenwert gleich

groß sind.
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und enthält nicht den 2. Basisvektor. Wir bilden also

b1 = (0, 1, 0)tr, b2 = (A+ 1)b1 = (−1, 1,−1)tr, b3 = (A+ 1)b2 = (2, 0, 0)tr

und erhalten mit

B =

 0 −1 2
1 1 0
0 −1 0


dass B−1AB = J gilt. Die Lösungsmenge des DGL-Systems ergibt sich also als Erzeugnis
von

exp(tA)b1 = exp(−t)

 −t+ t2

1 + t
−t

 ,

exp(tA)b2 = exp(−t)

 −1 + 2t
1
−1

 ,

exp(tA)b3 = exp(−t)

 2
0
0

 .



Kapitel 8

Gruppen und Operationen

8.1 Operationen von Gruppen auf Mengen.

8.1.a Wiederholung und erste Beispiele

Eine Gruppe G ist eine Menge G mit einer Verknüpfung · : G×G→ G, die das Assoziativ-
gesetz erfüllt, ein Einselement enthält und für jedes g ∈ G ein inverses Element.

Die Ordnung der Gruppe G ist die Anzahl der Elemente der Menge G, also eine natür-
liche Zahl, falls G endlich ist und∞ falls G nicht endlich ist.

Die Gruppe heißt Abelsch, falls zusätzlich das Kommutativgesetz gilt, also gh = hg für
alle g, h ∈ G.

Eine Gruppe G heißt zyklisch, falls es ein g ∈ G gibt mit G = {gz | z ∈ Z} =: 〈g〉.
Die Ordnung eines Elementes g ∈ G ist die Ordnung der davon erzeugten zyklischen
Gruppe: ord(g) := |〈g〉|. Die zyklische Gruppe der Ordnung n bezeichnen wir auch mit
Cn = (Z/nZ,+). Zyklische Gruppen sind Abelsch und nach dem Hauptsatz über endlich
erzeugte Abelsche Gruppen ist jede e.e. Abelsche Gruppe das direkte Produkt zyklischer
Gruppen.

Weitere Beispiele für Gruppen sind

• die symmetrische Gruppe

Sn := Sn := {π : n→ n | π bijektiv }

mit |Sn| = n!,

• die volle lineare Gruppe eines Vektorraums GL(V),

• die Gruppe GLn(R) der invertierbaren n × n-Matrizen über einem (kommutativen)
Ring R.

Definition 8.1.1 (Operation). Die Gruppe G operiert auf der Menge M (von links), falls
es eine Abbildung G×M →M, (g,m) 7→ gm gibt mit

• 1m = m für alle m ∈M ;

• (gh)m = g(hm) für alle m ∈M , g, h ∈ G.

Eine Menge M mit einer Operation von G nennt man auch G-Menge.

Bemerkung 8.1.2. Die Gruppe G operiere auf der Menge M . Die Bahn von m ∈ M
unter G ist definiert als die Teilmenge

Gm := {gm | g ∈ G} ⊂M .

45
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Die Menge aller Bahnen in M unter G bilden eine Partition1

M/G = {Gm | m ∈M}

auf M .

Beweis. Erinnerung: Eine Partition P ist eine Teilmenge P ⊂ Pot(M) der Potenzmenge von
M mit den Eigenschaften:

• ∅ 6∈ P ;

• Für X, Y ∈ P gilt entweder X = Y oder X ∩ Y = ∅;

• M =
⋃
X∈P X .

Diese Eigenschaften sind nun für M/G zu überprüfen:

• Gm 6= ∅, da m = 1m ∈ Gm.

• Seien Gm, Gn ∈ G\M . Angenommen Gm ∩ Gn 6= ∅. Dann gibt es x ∈ Gm ∩ Gn, also
x = gm = hn für geeignete g, h ∈ G. Dann ist aber

m = g−1x = g−1(hn) = (g−1h)n ∈ Gn

und daher Gm ⊆ Gn, denn jedes um ∈ Gm ist von der Form um = (ug−1h)n ∈ Gn.
Aus Symmetriegründen gilt dann auch Gn ⊆ Gm also sind die beiden Bahnen gleich.

Zwei Bahnen sind entweder gleich oder disjunkt.

• M =
⋃
m∈M Gm, da die rechte Seite eine Teilmenge von M ist und umgekehrt jedes

m ∈ M in seiner Bahn Gm liegt und daher auch in der Vereinigung auf der rechten
Seite.

Folgerung 8.1.3. G operiere aufM . Dann ist∼G⊂M×M definiert durch a ∼G b genau dann,
wenn a und b in derselben Bahn liegen ( also genau dann wenn ein g ∈ G existiert mit a = gb) eine
Äquivalenzrelation auf M .

Definition 8.1.4. Sei G eine Gruppe.

(1) U ⊆ G heitßt Untergruppe von G, kurz U ≤ G, falls

(a) U 6= ∅,
(b) g, h ∈ U impliziert gh−1 ∈ U .

(2) G operiere auf der Menge M . Für m ∈M heißt

StabG(m) := {g ∈ G|gm = m}

der Stabilisator von m in G.

Bemerkung 8.1.5. G operiere auf M .

(1) Für m ∈M gilt StabG(m) ≤ G.

(2) Ist m ∈M und g ∈ G, so gilt StabG(gm) = g StabG(m)g−1.

Beweis.
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(1) 1m = m also ist 1 ∈ StabG(m) und somit StabG(m) 6= ∅. Sind g, h ∈ StabG(m), so gilt
hm = m und somit auch h−1m = h−1(hm) = (h−1h)m = 1m = m und ebenso

(gh−1)m = g(h−1m) = gm = m also gh−1 ∈ StabG(m).

(2) Es gilt h ∈ StabG(gm) genau dann, wenn h(gm) = gm, also g−1hgm = m, d.h. g−1hg ∈
StabG(m) oder äquivalent h ∈ g StabG(m)g−1.

Ende
Vorl. 15 Bemerkung 8.1.6. Sei G eine beliebige Gruppe und U ≤ G eine Untergruppe. Dann

operiert U auf G durch inverse Rechtsmultiplikation:

U ×G→ G, (u, g) 7→ gu−1

Die Bahnen
gU = {gu−1 | u ∈ U} = {gu | u ∈ U}

heißen auch Linksnebenklassen von U in G. Die Menge der Linksnebenklassen von G
nach U bezeichnen wir mit G/U . Die Anzahl der Linksnebenklassen von U in G heißt der
Index [G : U ] von U in G.

Folgerung 8.1.7. (Lagrange) SeiG eine endliche Gruppe und U ≤ G. Dann teilt die Ordnung
von U die Ordnung von G:

|U | | |G|.

Der Quotient |G||U | ist gleich dem Index von U in G.

Beweis. Die Abbildung U → gU, u 7→ gu ist eine Bijektion. Also haben je zwei Linksneben-
klassen aus der Partition G/U von G genau |U | Elemente. Nun ist G = g1U

.
∪ g2U . . .

.
∪ gsU

mit s = [G : U ] und somit |G| =
∑s

i=1 |giU | = s|U |.

Definition 8.1.8. Die Operation der Gruppe G auf dem K-Vektorraum V heißt linear,
falls für jedes g ∈ G die Abbildung

ĝ : V → V : V 7→ gV

linear ist.

Beispiel 8.1.9. Sei M := F3
2. Die symmetrische Gruppe G = S3 operiert auf M durch

(π, (a1, a2, a3)) 7→ (aπ−1(1), aπ−1(2), aπ−1(3)).
Bahnen: {(0, 0, 0)}, {(1, 1, 1)}, {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)}. Stabili-

satoren: StabS3((1, 0, 0)) =

{
id, π :=

1 2 3
1 3 2

}
. StabS3(1, 1, 1) = S3.

Diese Operation ist linear, z.B. ist bzgl. der Standardbasis S

Sπ̂S =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 .

Bemerkung 8.1.10.

(1) Operiert G auf der Menge M , so erhält man einen Gruppenhomomorphismus

G→ SM , g 7→ (ĝ : m 7→ gm).

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus in SM eine Operation auf M .

1Nicht zu verwechseln mit dem Komplementzeichen!
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(2) OperiertG linear auf dem Vektorraum V , so liefert dies einen Gruppenhomomorphis-
mus

G→ GL(V) ≤ SV .

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus in GL(V) eine lineare Operati-
on auf M .

Definition 8.1.11. Die Operation von G auf M heißt

(1) transitiv, falls M eine Bahn bildet, d.h. M = Gm für ein m ∈ M (und somit M = Gm
für jedes m ∈M ).

(2) regulär oder scharf transitiv, falls sie nicht leer und transitiv ist und StabG(m) = {1}
für ein und somit alle m ∈M .

(3) treu, falls gm = m für alle m ∈M impliziert g = 1.

Satz 8.1.12. Die Gruppe G operiere auf der Menge M . Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) G operiert scharf transitiv auf M .

(2) Zu je zwei m,n ∈ M gibt es genau ein g ∈ G mit gm = n. (Man ist versucht dieses g ∈ G
mit −→mn zu bezeichnen.)

(3) Für jedes feste m0 ∈M ist die Abbildung

G→M : g 7→ gm0

bijektiv.

(4) Es existiert ein m0 ∈M , so daß die Abbildung

G→M : g 7→ gm0

bijektiv ist.

Beweis.

(1)⇒ (2): Wegen der Transitivität existiert ein g ∈ G mit gm = n. Angenommen es gibt ein
weiteres h ∈ G mit hm = n. Dann ist h−1g ∈ StabG(m) = {1G}, also h = g.

(2)⇒ (3): Definiert ist die Abbildung immer. Sie ist surjektiv, da G transitiv operiert. Sie ist
injektiv wegen der vorausgesetzten Eindeutigkeit.

(3)⇒ (4): Klar.

(4)⇒ (1): StabG(m0) = {1G} wegen der vorausgesetzten Injektivität. Wegen der vorausgesetz-
ten Surjektivität ist die Operation auch transitiv.
Zusatz: Ist m ∈ M beliebig, so haben wir ein g ∈ G mit gm0 = m. Also StabG(m) =
StabG(gm0) = g StabG(m0)g−1 = {1G}

Beispiel 8.1.13.

(1) Die Operation von G auf sich per Linksmultiplikation G × G → G, (g, h) 7→ gh ist
scharf transitiv.
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(2) Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und B(V) ⊂ Vn die Menge der Basen von
V . Dann ist die Operation

GL(V)× B(V)→ B(V) : (g,B) 7→ gB := (g(B1), . . . , g(Bn))

scharf transitiv, da jede lineare Abbildung durch die Bilder einer Basis festgelegt ist.

Beispiel 8.1.14. Sei L = {x ∈ Kn | Ax = b} 6= ∅ die Lösungsmenge eines linearen GLS
und U = {x ∈ Kn | Ax = 0} die Lösungsmenge des zugehörigen homogenen Systems.
Dann ist U ein K-Vektorraum, also insbesondere eine Gruppe, die scharf transitiv auf L
durch Addition operiert. Hat man eine partikuläre Lösung x0 des inhomogenen Systems
gefunden, so ist {x0 + y | y ∈ U} = L, die Lösungsmenge des inhomogenen Systems. Die
Beobachtung wird auch der Ausgangspunkt für die affine Geometrie sein.

Beispiel 8.1.15. Ist ϕ : V → W eine lineare Abbildung von K-Vektorräumen und
W ∈ Bild(ϕ), so operiert Kern(ϕ) scharf transitiv auf der Faser ϕ−1({W}). Dies ist die koor-
dinatenfreie Version des letzten Beispiels.

8.1.b Die Konjugationsoperation

Definition 8.1.16. Sei G eine Gruppe. Dann operiert G auf sich selbst durch Konjugati-
on,

G×G→ G, (g,m) 7→ κg(m) := gmg−1.

Die Bahnen unter dieser Operation heißen Konjugiertenklassen. Der Stabilisator von m ∈
G wird auch als Zentralisator bezeichnet

CG(m) = {g ∈ G | gmg−1 = m} = {g ∈ G | gm = mg}.

Bemerkung 8.1.17. Für g ∈ G ist die Abbildung κg : G → G,m 7→ gmg−1 ein bijekti-
ver Gruppenhomomorphismus vonG in sich selbst, also ein Gruppenautomorphismus mit
(κg)

−1 = κg−1 .

Übung 8.1.1.

(1) Die Menge aller Gruppenautomorphismen von G bildet (zusammen mit der Kompo-
sition) eine Gruppe Aut(G).

(2) Die Abbildung κ : G → Aut(G), g 7→ κg ist ein Gruppenhomomorphismus von G in
ihre Automorphismengruppe.

(3) Der Kern von κ ist das Zentrum Z(G) von G:

Z(G) = {g ∈ G | gh = hg für alle h ∈ G}.

Das Bild von κ wird auch mit Inn(G) bezeichnet und heißt die Gruppe der inneren Auto-
morphismen von G.

Übung 8.1.2. Betrachte die Diedergruppe D8 =

〈(
0 1
1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)〉
der Ordnung 8

als Symmetriegruppe eines Quadrats. Bestimme alle Untergruppen, Konjugierten, Zen-
trum, etc.

Ende
Vorl. 16
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8.1.c Parametrisierung aller transitiver G-Mengen.

Definition 8.1.18. (Ähnlichkeit vonG-Mengen) SeiG eine Gruppe,M,N zweiG-Mengen.
Eine Abbildung ϕ : M → N heißt G-äquivariant, wenn ϕ(gm) = gϕ(m) für alle g ∈ G und
m ∈M .

M und N heißen ähnlich, falls es eine G-äquivariante Bijektion ϕ : M → N gibt (in
Zeichen M ∼=G N ). Die Abbildung ϕ heißt auch eine Ähnlichkeit der G-Mengen M und N .

Beispiel 8.1.19. Sind U ≤ S ≤ G Untergruppen von G, so ist die Abbildung G/U →
G/S, gU 7→ gS eine G-äquivariante Abblidung.

Satz 8.1.20 (Bahnensatz). Seien M ein transitive G-Menge M und m ∈ M . Dann sind M
und G/ StabG(m) als G-Mengen ähnlich, genauer ist die Abbildung

ϕm : G/ StabG(m)→M : g StabG(m) 7→ gm

eine G-Ähnlichkeit.

Beweis. Offenbar ist ϕm : G → M : g 7→ gm eine surjektive G-äquivariante Abbildung,
wobei G durch Linksmultiplikation auf sich operiert. Die Fasern von ϕm sind gerade die
Linksnebenklassen von G nach StabG(m):

ϕ−1
m ({gm}) = g StabG(m) für alle g ∈ G.

Also (nach dem Homomorphiesatz für Mengen) faktorisiert ϕm überG/ StabG(m) mit einer
Bijektion

ϕm : G/ StabG(m)→M : g StabG(m) 7→ gm,

die offensichtlich G-äquivariant ist.

In Worten: Alle transitiven Operationen findet man „in der Gruppe“ wieder.

Folgerung 8.1.21. Die Gruppe G operiere auf der Menge M . Sei m ∈ M mit |Gm| < ∞.
Dann gilt: Die Länge der Bahn ist gleich dem Index des Stabilisators:

|Gm| = [G : StabG(m)] (:= |G/ StabG(m)|).

Und falls |G| <∞, dann gilt sogar

|Gm| = |G|
| StabG(m)|

.

Dies gibt uns eine Strategie sowohl Mengenmächtigkeiten als auch Gruppenordnungen
zu bestimmen!

Beispiel 8.1.22 (Bestimmung der Ordnung der vollen linearen Gruppe). Sei Fq ein Kör-
per mit q = pa Elementen und

GLn(Fq) = {X ∈ Fn×nq | detX 6= 0}.

Dann gilt

|GLn(Fq)| = q(
n
2)(qn − 1)(qn−1 − 1) · . . . · (q − 1) = (qn − 1) · (qn − q) · . . . · (qn − qn−1).

Beweis. GLn(Fq) operiert transitiv auf Fn×1
q \{0} mit Bahnlänge qn − 1. Der Stabilisator von

(1, 0, . . . , 0)tr ∈ Fn×1
q in GLn(Fq) ist

StabGLn(Fq)(


1
0
...
0

) =




1 ∗ · · · ∗
0
... X
0

 | ∗ ∈ Fq, X ∈ GLn−1(Fq)


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und hat die Ordnung

| StabGLn(Fq)
(
(1, 0, . . . , 0)tr

)
| = qn−1 · |GLn−1(Fq)|.

Nach dem Bahnensatz 8.1.20 gilt also

|GLn(Fq)| = (qn − 1) · qn−1 · |GLn−1(Fq)|.

Mit |GL1(Fq)| = q − 1 folgt die Behauptung (etwa durch Induktion).

Übung 8.1.3. (Gaußsche Binomialkoeffizienten) Betrachte die Menge

U(Fn×1
q ) := {X | X ≤Fq Fn×1

q }

der Fq-Teilräume von Fn×1
q bzw. die Teilmenge Uk(Fn×1

q ,Fq) der k-dimensionalen Teilräume
von Fn×1

q . Zeige:

|Uk(Fn×1
q )| = |GLn(Fq)|

|GLk(Fq)| · |GLn−k(Fq)| · qk(n−k)
=:

[
n
k

]
q

,

der GAUSSsche Binomialkoeffizient.

Übung 8.1.4. GLn(Fq) operiert auf Fn×nq durch Konjugation. Die Bahnen sind die Ähn-
lichkeitsklassen von Matrizen, von denen wir eine Parametrisierung im vorherigen Kapitel
kennengelernt haben. Der Stabilisator einer Matrix A ist CGLn(Fq)(A) := CFn×nq

(A)∗, die Ein-
heitengruppe des Zentralisators, auch Zentralisator von A in GLn(Fq) genannt. Ihr Index
gibt an, wieviele Matrizen zu A ähnlich sind. Der Fall n = 2, q = 2 kann man wie folgt
zusammenfassen:

µA χA Vertreter |CGLn(Fq)(A)| Anzahl

x x2

(
0 0
0 0

)
6 1

x+ 1 (x+ 1)2

(
1 0
0 1

)
6 1

x2 x2

(
0 0
1 0

)
2 3

(x+ 1)2 (x+ 1)2

(
1 0
1 1

)
2 3

x(x+ 1) x(x+ 1)

(
1 0
0 0

)
1 6

x2 + x+ 1 x2 + x+ 1

(
0 1
1 1

)
3 2

Behandle den Fall n = 3, q = 2.
Ende
Vorl. 17

8.1.d Zykel, Zykelschreibweise und Zykelzähler

Wir wollen eine recht nützliche Schreibweise für Permutationen endlicher Mengen M , also
für Elemente der SM , kennenlernen. Sie hat gegenüber der offensichtlichen Schreibweise,
wo man die Elemente von M in die erste Zeile einer 2× |M |-Matrix schreibt und die Bilder
dieser Elemente direkt unter diese in die zweite Zeile, viele Vorteile.

Bemerkung 8.1.23.
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(1) Seien M eine Menge und a1, . . . , ak ∈ M genau k paarweise verschiedene Elemente.
Dann heißt

(a1, a2, . . . , ak) : M →M : a 7→


a a 6∈ {a1, a2, . . . , ak}
ai+1 a = ai mit i < k
a1 a = ak

ein k-Zykel oder kurz Zykel. Es gilt (a1, a2, . . . , ak) ∈ SM und

(a1, a2, . . . , ak) = (ak, a1, a2, . . . , ak−1)

und
(a1, a2, . . . , ak)

−1 = (ak, ak−1, . . . , a1) = (a1, ak, . . . , a2).

1-Zykel sind gleich der Identität, 2-Zykel sind Transpositionen.

(2) Disjunkte Zykel kommutieren miteinander, d. h.

(a1, a2, . . . , ak) ◦ (b1, b2, . . . , bl) = (b1, b2, . . . , bl) ◦ (a1, a2, . . . , ak),

falls {a1, a2, . . . , ak} ∩ {b1, b2, . . . , bl} = ∅. (In Zukunft lassen wir ◦ einfach weg.)

(3) Jedes f ∈ SM läßt sich als Produkt disjunkter Zykel schreiben, falls M endlich ist.
Diese Schreibweise ist eindeutig bis auf Reihenfolge der Zykel.

Beweis.

(1) & (2) sind klar.

(3) Die Existenz zeigen wir mit einem Algorithmus, der u.A. die Bahnen der zyklischen
Untergruppe 〈f〉 ≤ SM auf M konstruiert:
Eingabe: f ∈ SM (Beachte: M ist endlich und nicht leer)
Algorithmus:

1. Setze N := M .

2. Solange N 6= ∅ ist, wähle a ∈ N und finde kleinstes k mit fk(a) = a. Dann ist
za := (a, f(a), . . . , fk−1(a)) ein Zykel.

3. Ersetze N durch N \ {a, f(a), . . . , fk−1(a)} und springe zu Schritt 2 falls N 6= ∅.
4. Ausgabe: Menge der berechneten disjunkten Zykel za. Ihr Produkt ist gleich f .

Eindeutigkeit: Übung.

Beispiel 8.1.24. (1, 2, 3, 4, 5) ◦ (2, 3, 4, 5) = (1, 2, 4)(3, 5) ∈ S6.

Bemerkung 8.1.25. Für ein Zykel π = (a1, . . . , ak) gilt sign(π) = (−1)k−1, da

π = (a2, a3)(a3, a4) · · · (ak−1, ak)(a1, ak)︸ ︷︷ ︸
k − 1 Transpositionen

Wir schauen uns im Folgenden die Konjugationsoperation in der symmetrischen Grup-
pe genauer an.

Übung 8.1.5. Konjugation erhält den Zykeltyp, genauer

σ(a1, . . . , ak)σ
−1 = (σ(a1), . . . , σ(ak))

für alle σ ∈ Sn.
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Satz 8.1.26. Für π ∈ Sn sei ai(π) die Anzahl der Zykel der Länge i in disjunkter Zykelzerlegung
von π und a(π) := (a1(π), . . . , an(π)) der Zykelzähler. Es gilt: π, ρ ∈ Sn sind genau dann
konjugiert in Sn, wenn a(π) = a(ρ).

Mit anderen Worten, der Zykelzähler ist eine trennende Invariante der Operation von Sn auf
sich per Konjugation.

Beweis. 1. Konjugieren erhält den Zykelzähler:
Seien π, σ ∈ Sn mit

π = (α1, . . . , αk)(β1, . . . , βl) . . .

in disjunkter Zykelzerlegung. Dann ist

σπσ−1 = σ(α1, . . . , αk)σ
−1σ(β1, . . . , βl)σ

−1 . . . = (σ(α1), . . . , σ(αk))(σ(β1), . . . , σ(βl)) . . .

die disjunkte Zykelzerlegung von σπσ−1. Insbesondere hat sich der Zykelzähler nicht ver-
ändert.
2. Umgekehrt: Sei a(π) = a(ρ). Ordnet man bei beiden Permutationen die Zykel (aus der
disjunkten Zykelzerlegung) der Länge nach, so stehen im folgenden Schema die Zykel glei-
cher Länge untereinander:

π = (α1, . . . , αk)(β1, . . . , βl) . . .
ρ = (α′1, . . . , α

′
k)(β

′
1, . . . , β

′
l) . . .

in disjunkter Zykelzerlegung. Also definiere nach Übung 8.1.5 σ ∈ Sn durch

σ : αi → α′i; βj → β′j etc.

Dann gilt σπσ−1 = ρ.

Übung 8.1.6. Zeige jedes a ∈ Zn≥0 mit
∑
iai = n kommt als Zykelzähler eines Elementes

von Sn vor. Wieviele Konjugiertenklassen hat S6? Was haben Zykelzähler mit Partitionen
der Zahl n zu tun?

Beispiel 8.1.27 (Konjugation in der Sn).

(1) Gegeben seien π = (1, 2)(3, 4, 5, 6, 7)(8, 9), ρ = (9, 4)(1, 2, 3, 7, 6)(5, 8) ∈ S9. Suche ein
σ ∈ S9 mit σπσ−1 = ρ.
Lösung:

π = (1, 2)(3, 4, 5, 6, 7)(8, 9)
ρ = (9, 4)(1, 2, 3, 7, 6)(5, 8)

Also ist σ = (1, 9, 8, 5, 3)(2, 4)(6, 7) eine Lösung.
Gibt es andere Lösungen? Ja, z.B. liefert das obige Vorgehen nach dem Umschreiben
von ρ

π = (1, 2)(3, 4, 5, 6, 7)(8, 9)
ρ = (5, 8)(2, 3, 7, 6, 1)(9, 4)

eine weitere Lösung σ = (1, 5, 7)(2, 8, 9, 4, 3). Beachte, die Lösungen bilden eine Links-
nebenklasse nach CS9(π). Man sieht leicht, die Elemente von CS9(π) entsprechen ge-
nau den Möglichkeiten eine disjunkte Zykelzerlegung von π kompatibel unter die
gegebene disjunkte Zykelzerlegung von π zu schreiben. Also |CS9(π)| = 2 · 22 · 5.

(2) Bestimme CS10((1, 2, 3)).
Lösung:

CS10((1, 2, 3)) = {π ∈ S10|π(1, 2, 3)π−1 = (1, 2, 3)}
= {π ∈ S10|(π(1), π(2), π(3)) = (1, 2, 3)}

Also π = (1, 2, 3)iρ mit ρ ∈ S10, ρ(i) = i für i = 1, 2, 3. Kurz

CS10((1, 2, 3)) = 〈(1, 2, 3)〉 × S10−3
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8.1.e Anzahl der Bahnen des Stabilisators

Für unsere geometrischen Anwendungen der Gruppentheorie ist die folgende Bemerkung
grundlegend.

Bemerkung 8.1.28. Die Gruppe G operiere auf den Menge M und N .

(1) G operiert auf M ×N durch

G× (M ×N)→M ×N : (g, (m,n)) 7→ (gm, gn).

Diese Operation heißt diagonale Operation.

(2) Ist die Operation von G auf M transitiv, dann ist die Abbildung

(M ×N)/G→ N/ StabG(m)

G(m,n) 7→ StabG(m)n

eine Bijektion zwischen der Menge der Bahnen von G auf M ×N und der Menge der
StabG(m)-Bahnen auf N für jedes (feste) m ∈M .

Beweis.

(1) Übung.

(2) Wir zeigen, daß diese Abbildung wohldefiniert ist:
Wegen der Transitivität von G auf M , ist jede Bahn von G auf M × N von der Form
G(m,n) = {(gm, gn)|g ∈ G}. Gilt G(m,n) = G(m,n′) für ein n′ ∈ N , so sind offenbar
n und n′ in derselben Bahn unter StabG(m). Also ist die Abbildung wohldefiniert.
Offenbar ist die Abbildung surjektiv. Wir zeigen die Injektivität:
StabG(m)n = StabG(m)n′ impliziert (und ist äquivalent zu) G(m,n) = G(m,n′). Also
haben wir insgesamt eine Bijektion.

Ende
Vorl. 18 Beispiel 8.1.29. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann operiert G := GL(V)

auf V \ {0} transitiv. Der Stabilisator eines V ∈ V \ {0} hat dann jedes Vielfache 6= 0 von V
als Bahn, sowie die Menge aller Vektoren, die linear unabhängig von V sind. Die Bahnen
von GL(V) auf (V \ {0})× (V \ {0}) sind also gegeben durch {(V, aV ) | V 6= 0}, a ∈ K und
{(V,W ) | (V,W ) linear unabhängig }.
In Matrizen: V = Kn×1, G = GLn(K), Operation durch Linksmultiplikation. Der Stabilisa-
tor des ersten Standardbasisvektors E1 := (In)−,1 ist

StabG(E1) :=

{(
1 a
0 A

)
|a ∈ K1×(n−1), A ∈ GLn−1(K)

}
und hat die folgenden Bahnen auf V :

{aE1}mit a ∈ K \ {0} und V \ {aE1|a ∈ K}.

Beispiel 8.1.30. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann operiert G := GL(V)
auf dem Dualraum V∗ := Hom(V , K) linear und treu durch

G× V∗ → V∗ : (g, ϕ) 7→ ϕ ◦ g−1.

Der Stabilisator eines ϕ ∈ V∗ \ {0} operiert auf jeder Faser ϕ−1({a}) mit a ∈ K, also auf je-
der Restklasse nach Kern(ϕ). Das Studium der Operation von StabG(ϕ) auf ϕ−1({1}) heißt
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affine Geometrie und wird uns noch ausführlich beschäftigen.
In Matrizen: V = Kn×1, G = GLn(K), die Operation auf K1×n, dem bekanntlich V∗ ent-
spricht, ist gegeben durch

G×K1×n → K1×n : (g, Z) 7→ Zg−1.

Der Stabilisator des letzten Standardbasisvektors Zn := (In)n,− ist

StabG(Zn) :=

{(
A a
0 1

)
|a ∈ K(n−1)×1, A ∈ GLn−1(K)

}
.

Die Operation dieser Gruppe auf

ϕ−1({1}) =

{(
S
1

)
|S ∈ K(n−1)×1

}

mit ϕ(

V1
...
Vn

) := Zn

V1
...
Vn

 = Vn wird also die affine Geometrie sein. Man beachte:

(
A a
0 1

)(
S
1

)
=

(
AS + a

1

)
.

8.2 Homomorphismen und Normalteiler

Definition 8.2.1. Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung ϕ : G → H heißt ein Grup-
penhomomorphismus, wenn ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2) für alle g1, g2 ∈ G.

Beispiel 8.2.2. G operiere auf M . Dann ist ϕ : G→ SM , g 7→ (m 7→ gm) ein Gruppenho-
momorphismus.
Ist M = V ein K-Vektorraum, so ist die Operation genau dann linear, wenn das Bild dieses
Gruppenhomomorphismus in der linearen Gruppe GL(V) ≤ SV liegt.

Definition 8.2.3. Eine Untergruppe U ≤ G mit gUg−1 = U für alle g ∈ G heißt Normal-
teiler von G. Wir schreiben dann auch U �G.

Satz 8.2.4. Sei ϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist Bild(ϕ) = {ϕ(g) | g ∈ G}
eine Untergruppe von H und Kern(ϕ) := {g ∈ G | ϕ(g) = 1} ein Normalteiler von G.

Beweis. Für n ∈ Kern(ϕ), g ∈ G ist

ϕ(gng−1) = ϕ(g)ϕ(n)ϕ(g)−1 = ϕ(g)ϕ(g)−1 = 1

also auch gng−1 ∈ Kern(ϕ).

Beispiel 8.2.5 (Konkrete Beispiele für Normalteiler).

(1) Ist G beliebige Gruppe, so sind {1} und G Normalteiler von G. Man nennt sie triviale
Normalteiler.

(2) sign : Sn → ({1,−1}, ·) ist ein Homomorphismus. Der Kern ist also ein Normalteiler
vom Index 2 von Sn, die sogenannte alternierende Gruppe An := Kern(sign) vom
Grad n. Ihre Elemente heißen gerade Permutationen.

(3) det : GLn(K)→ K∗ := (K \{0}, ·) ist ein Homomorphismus für jeden Körper K. Also
ist sein Kern ein Normalteiler von GLn(K). Dieser wird mit SLn(K) bezeichnet und
heißt spezielle lineare Gruppe vom Grad n.
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(4) Sei U ≤ G eine Untergruppe von G. Dann ist Core(U) :=
⋂
g∈G gUg

−1 der größte
Normalteiler von G, der in U enthalten ist. Es gilt Core(U) = Kern(G→ SG/U).

(5) Ist G eine abelsche Gruppe (also gh = hg für alle g, h ∈ G), so ist jede Untergruppe
von G ein Normalteiler.

Bemerkung 8.2.6. Eine Untergruppe N ≤ G ist genau dann ein Normalteiler von G,
wenn sie Vereinigung von Konjugiertenklassen von Elementen ist.

Beweis. N ist genau dann ein Normalteiler, wenn N invariant unter der Operation von
G auf sich per Konjugation ist, sprich wenn sich die Konjugationsoperation von G auf N
einschränken lässt.

Übung 8.2.1. Mithilfe von Bemerkung 8.2.6 zeige, dass

S4, A4, V4, {1}.

alle Normalteiler von S4 sind.

Satz 8.2.7. Sei N ein Normalteiler von G. Dann bildet die Menge der Nebenklassen G/N =
{gN | g ∈ G} eine Gruppe unter vertreterweiser Multiplikation

G/N ×G/N → G/N, (gN)(hN) := (gh)N.

Beweis. Es ist klar, dass wir eine Gruppe vorliegen haben, sobald die Verknüpfung wohl-
definiert ist, da die Rechenregeln dann aus denen von G folgen.
Zur Wohldefiniertheit:
Sei g′ = gn ∈ gN und h′ = hm ∈ hN . Dann gilt

(g′h′)N = (gnhm)N = (gh) (h−1nh)m︸ ︷︷ ︸
∈N

N = (gh)N .

Ende
Vorl. 19

Normalteiler sind also genau die Untergruppen N für die die Menge G/N der Linksne-
benklassen wieder eine Gruppe ist.

Beispiel 8.2.8. Die S3 = StabS4(4) ist kein Normalteiler von S4. Dies können wir auf
zwei Arten sehen. Zum einen ist nach πS3π

−1 = π StabS4(4)π−1 = StabS4(π(4)) ist. Und
zum anderen bilden die Linksnebenklassen {S3, aS3, a

2S3, a
3S3} mit a = (1, 2, 3, 4) keine

Gruppe. Es ist z.B. (aS3)2 = {ahag | g, h ∈ S3} = S4.

Bemerkung 8.2.9. Eine Untergruppe N ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn
gN = Ng ist für alle g ∈ G (Links- und Rechtsnebenklassen stimmen überein). Insbesonde-
re sind Untergruppen von Index 2 immer Normalteiler, denn es ist N ∪N = G = N ∪Ng,
also gN = G \N = Ng.

Definition 8.2.10. Eine Gruppe G 6= {1} heißt einfach, falls G und {1} die einzigen
Normalteiler von G sind.

Übung 8.2.2. Zeige: Eine zyklische Gruppe Cn der Ordnung n ist genau dann einfach,
wenn n eine Primzahl ist.
Hinweis: Beachte, Cn ∼= (Z/nZ,+) (wieso?) und insbesondere abelsch.

Übung 8.2.3. Zeige, dass A5 eine einfache Gruppe ist.

Die Bausteine aller endlichen Gruppen sind die endlichen einfachen Gruppen, das sind
die endlichen Gruppen, die nur sich selbst und {1} als Normalteiler haben.

Hauptsatz 8.2.11. (Homomorphiesatz für Gruppen)
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(1) Ist G Gruppe und N E G ein Normalteiler von G, dann bildet die Menge G/N der Neben-
klassen (Links = Rechts) von G nach N eine Gruppe mit vertreterweiser Multiplikation:

gN · hN := ghN für alle g, h ∈ G

und der natürliche Epimorphismus

ν = νN : G→ G/N : g 7→ gN

ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern N .

(2) Ist ϕ : G → H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Kernϕ ein Normalteiler von G und
Bildϕ eine Untergruppe von H . Weiter definiert

ϕ̃ : G/Kernϕ→ H : gKernϕ 7→ ϕ(g)

einen Monomorphismus und ϕ faktorisiert

ϕ = ϕ̃ ◦ νKernϕ,

d.h. das Diagramm
G

ϕ−→ H
νKernϕ ↘ ↗ ϕ̃

G/Kernϕ

kommutiert. Insbesondere sind G/Kernϕ und Bildϕ ≤ H isomorph.

Beweis.

(1) Diesen Teil haben wir bereits bewiesen in Satz 8.2.7.

(2) Genauso wie im Homomorphiesatz für Mengen zeigt man, dass ϕ̃ wohldefiniert und
injektiv ist. Es bleibt die Homomorphieeigenschaft von ϕ̃ zu überprüfen: Setze N :=
Kernϕ und seien g, h ∈ G. Dann gilt:

ϕ̃(gNhN) = ϕ̃(ghN) = ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h) = ϕ̃(gN)ϕ̃(hN).

Dass νKernϕ ein Epimorphismus ist, wissen wir bereits. Die Komposition ϕ̃◦νKernϕ = ϕ
rechnet man leicht nach.

Satz 8.2.12. (Noetherscher Isomorphiesatz) Sei N ein Normalteiler von G und U ≤ G.
Dann ist UN ≤ G, und N ∩ U E U und es gilt

UN/N ∼= U/U ∩N.

Beweis. WegenNU = UN folgtUN ≤ G. Offenbar istN auch ein Normalteiler vonUN ≤ G
und somit

µ : U → UN/N : u 7→ uN

ein Homomorphismus mit Kern U ∩ N und Bild UN/N . Die Behauptung folgt aus dem
Homomorphiesatz.

Definition 8.2.13. Eine Gruppe G heißt semidirektes Produkt, falls es einen Normal-
teiler N �G und eine Untergruppe U ≤ G gibt mit

(1) NU = G und

(2) N ∩ U = {1}.
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In Zeichen G = N o U .

Beispiel 8.2.14. S4 = V4 o S3 wobei es egal ist, welche der 4 Untergruppen S3 in S4

gewählt wird. Beachte, dass alle Elemente 6= 1 in V4 keine Fixpunkte auf {1, 2, 3, 4} haben,
also ist V4 ∩ S3 = 1.

Beispiel 8.2.15.

Affn(K) :=

{(
A a
0 1

)
|a ∈ Kn×1, A ∈ GLn(K)

}
= Kn×1 o GLn(K)

Dabei ist Kn×1 =

{(
In a
0 1

)
| a ∈ Kn×1

}
der Kern des Gruppenhomomorphismus

Affn(K)→ GLn(K),

(
A a
0 1

)
7→ A

und GLn(K) die Untergruppe GLn(K) =

(
A 0
0 1

)
≤ Affn(K).

Bemerkung 8.2.16. In einem semidirekten Produkt G = N o U hat jedes Element eine
eindeutige Darstellung als nu mit n ∈ N , u ∈ U . Es gilt

n1u1n2u2 = n1(u1n2u
−1
1 )u1u2



Kapitel 9

Geometrie

9.1 Affine Geometrie

9.1.a Der affine Raum

In der affinen Geometrie hat man einen Punktraum, dessen Punkte in Bijektion zu einem
Vektorraum stehen, welcher in bestimmter Weise auf dem Punktraum (durch Translatio-
nen oder Verschiebungen) operiert. Der wesentliche Unterschied zum Vektorraum besteht
darin, dass kein Punkt (Nullpunkt) mehr ausgezeichnet ist. Begriffe wie Geraden, Ebenen
etc. lassen sich leicht als sogenannte affine Unterräume definieren.

Definition 9.1.1. Sei V ein K-Vektorraum. Ein affiner Raum über V ist eine nicht leere
Menge A , genannt Punktmenge, auf der V scharf transitiv 1 operiert. Genauer ist ein affiner
Raum ein Tripel (A ,V , τ), wobei

τ : V ×A → A : (V, P ) 7→ τV (P )

eine scharf transitive Operation des Vektorraumes V auf dem Punktraum A ist. Die Abbil-
dung τV : A → A heißt die Translation um den Vektor V von A . Der Vektorraum V wird
auch als Translationsraum von A bezeichnet: T (A ) := V . (Bezeichnung: Oft schreiben wir
V +P oder P +V anstatt τV (P ). Diese Schreibweise soll nicht implizieren, dass A = V ist.)

Jeder Vektorraum V ist ein affiner Raum mit Translationsraum V . Das Modell A = V =
T (A ) hat den Nachteil, dass nicht zwischen den Punkten (Elementen von A ) und den
Vektoren2 unterschieden wird. Daher bevorzugen wir das folgende Modell:

Beispiel 9.1.2. (Standardbeispiel) Ist Ṽ ein K-Vektorraum mit nicht verschwindender
Linearform ϕ : Ṽ → K. Setze V := Kern(ϕ) und A (ϕ) := ϕ−1({1}). Dann ist (A (ϕ),V , τ)
mit

τ : V ×A (ϕ)→ A (ϕ) : (V, P ) 7→ τV (P ) := V + P in Ṽ gerechnet

ein affiner Raum.
Wir setzen speziell für Ṽ = K(n+1)×1 und ϕ ∈ (K(n+1)×1)∗ die Projektion auf die letzte
Komponente:

An(K) := A (ϕ) =

{(
X
1

)
|X ∈ Kn×1

}
und nennen ihn den n-dimensionalen affinen Standardraum. Genau genommen ist

T (An(K)) =

{(
X
0

)
|X ∈ Kn×1

}
,

1Da V eine abelsche Gruppe ist, sind die Begriffe „scharf transitive Operation“ einerseits sowie „treue
und transitive Operation“ andererseits äquivalent.

2vector (lat.): jemand, der trägt, zieht oder befördert

59
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was wir aber mit dem Vektorraum Kn×1 identifizieren.

Bemerkung 9.1.3. Sei A ein affiner Raum über dem K-Vektorraum V .

(1) Für jeden Punkt P0 ∈ A ist
V → A : V 7→ τV (P0)

eine Bijektion.

(2) Für jedes Punktepaar (P,Q) ∈ A 2 gibt es genau einen Vektor V ∈ V mit τV (P ) = Q.
Bezeichnung: V =:

−→
PQ.

Beweis. Spezialfall von Satz 8.1.12

Ende
Vorl. 20 Übung 9.1.1. Zeige für P,Q, P ′, Q′ ∈ A gilt

−→
PQ =

−−→
P ′Q′ genau dann, wenn

−−→
PP ′ =

−−→
QQ′.

(Hinweis: Skizze!)

Wir kommen zur Definition affiner Teilräume.

Definition 9.1.4. Sei (A ,V , τ) affiner Raum über demK-Vektorräum V . Eine Teilmenge
A ′ ⊆ A heißt affiner Teilraum von A , falls ein Teilvektorraum W ≤ V existiert, so dass
(A ′,W , τ|W×A ′) ein affiner Raum überW ist.

Bemerkung 9.1.5. Sei A affiner Raum über V := T (A ).

(1) Der Translationsraum eines affinen Teilraums A ′ von A ist eindeutig bestimmt, ge-
nauer

T (A ′) = {
−→
PQ | P,Q ∈ A ′}.

(2) Zu jedem W ≤ V und jedem P ∈ A gibt es genau einen affinen Teilraum A ′ von
A mit P ∈ A ′ und Translationsraum T (A ′) = W , nämlich P + W = W + P :=
τ(W × {P}), die Bahn von P unterW .

Beweis.

(1) Sofort aus 9.1.3.

(2) Existenz: Verifiziere Eigenschaften für P +W . Eindeutigkeit analog zu 1.

Bemerkung 9.1.6. Der Schnitt affiner Teilräume eines affinen Raumes A ist entweder
leer oder wieder ein affiner Teilraum.
Sind Ai (i ∈ I) affine Teilräume von A und ist P ∈ ∩i∈IAi, so ist

∩i∈IAi = P + ∩i∈IT (Ai) = {τV (P ) | V ∈ ∩i∈IT (Ai)}.

Ist ∅ 6= M ⊂ A eine Teilmenge, so sei das affine Erzeugnis von M der kleinste affine
Teilraum, der M enthält: 〈M〉a :=

⋂
M⊂B≤A B.

Wie sieht das affine Erzeugnis einer zweipunktigen Teilmenge von A aus?

9.1.b Affine Abbildungen

Nun kommen wir zur Definition affiner Abbildungen. Diese bilden einen ganz wesentli-
chen Bestandteil der Definition des affinen Raumes, weil wir sonst nicht wissen, wie wir
vergleichen können. Es liefert auch eine neue Charakterisierung der affinen Teilräume: Die
nicht leeren Fasern affiner Abbildungen werden die affinen Teilräume sein.
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Definition 9.1.7. Seien A ,A ′ affine Räume über den K-Vektorräumen V ,V ′.
Eine Abbildung f : A → A ′ heißt affine Abbildung, falls eine lineare Abbildung f : V →
V ′ existiert mit

−−−−−−→
f(P )f(Q) = f(

−→
PQ) für alle P,Q ∈ A . Die lineare Abbildung f heißt auch

der lineare Anteil von f .

Bemerkung 9.1.8. Seien A , A ′ affine Räume mit Translationsvektorraum V = T (A )
und V ′ = T (A ′). Sei P0 ∈ A fest gewählt.

(1) Jede affine Abbildung f : A → A ′ ist eindeutig festgelegt durch ihren linearen Anteil
f und f(P0): Ist nämlich f(P0) =: Q0 ∈ A ′ so ist für P ∈ A und V :=

−−→
P0P ∈ V (so,

dass P = τV (P0))
−−−−−→
Q0f(P ) =

−−−−−−−→
f(P0)f(P ) = f(V ) also f(P ) = τf(V )(Q0).

(2) Für jeden Punkt Q0 ∈ A ′ und jede lineare Abbildung ϕ : V → V ′ gibt es genau eine
affine Abbildung f : A → A ′ mit f(P0) = Q0 und f = ϕ.
Es ist f injektiv (surjektiv, bijektiv), genau dann wenn f injektiv (surjektiv, bijektiv)
ist.

Übung 9.1.2. Translationen sind affine Abbildungen, deren linearer Anteil die Identität
des Translationsraumes ist. Sie sind auch die einzigen affinen Abbildungen eines affinen
Raumes in sich mit dieser Eigenschaft.

Beispiel 9.1.9 (Affine Abbildungen von An(K)). Wähle P0 = (0, . . . , 0|1)tr ∈ An(K).
Die affine Abbildung f mit linearem Anteil Sf S = A (bzgl. der Standardbasis S von
T (An(K)) = Kn×1) und f(P0) = Q0 = (b1, . . . , bn|1)tr ist gegeben durch Matrixmultipli-

kation mit
(
A b
0 1

)
.

Satz 9.1.10.

(1) Kompositionen affiner Abbildungen sind affin: Sind A ,A ′,A ′′ affine Räume überK-Vektor-
räumen mit affinen Abbildungen f : A → A ′ und f ′ : A ′ → A ′′, so ist f ′ ◦ f : A → A ′′

affin mit f ′ ◦ f = f ′ ◦ f .

(2) Ist f : A → A ′ affin und bijektiv, so ist f−1 : A ′ → A ebenfalls affin mit f−1 = f
−1

. (Man
sagt, f ist ein affiner Isomorphismus.) Insbesondere ist

Aff(A ) := {f : A → A |f affin und bijektiv }

eine Gruppe (Untergruppe von SA , der symmetrischen Gruppe von A ), genannt die affine
Gruppe von A , und

Aff(A )→ GL(T (A )) : f 7→ f

ein Homomorphismus von Gruppen.

(3) Ist f : A → A ′ affin und A ′′ ein affiner Teilraum von A , so ist f(A ′′) ein affiner Teilraum
von A ′ mit T (f(A ′′)) = f(T (A ′′)).

(4) Ist f : A → A ′ affin und A ′′ ein affiner Teilraum von A ′, so ist f−1(A ′′) leer oder ein
affiner Teilraum von A mit T (f−1(A ′′)) = f

−1
(T (A ′′)).

Beweis.

(1) Für P,Q ∈ A ist
−−−−−−−−−−−−−−−→
(f ′ ◦ f)(P )(f ′ ◦ f)(Q) =

−−−−−−−−−−−−→
f ′(f(P ))f ′(f(Q)) =

f ′(
−−−−−−→
f(P )f(Q)) = (f ′ ◦ f)(

−→
PQ).
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(2) Wegen der Identifikation von A mit T (A ) und A ′mit T (A ′) ist klar, dass f : T (A )→
T (A ′) bijektiv ist. (Genauer Beweis: Übung!). Zeige nur noch

−−−−−−−−−−−→
f−1(P ′)f−1(Q′) = f

−1
(
−−→
P ′Q′)

für alle P ′, Q′ ∈ A ′. Dies ist aber äquivalent zu

f(
−−−−−−−−−−−→
f−1(P ′)f−1(Q′)) =

−−→
P ′Q′.

(3) Übung.

(4) Leicht mit 9.1.5.(2).

Wir können etwas unscharf sagen, dass affine Geometrie das Studium von Eigenschaften
ist, welche unter affinen Isomorphismen erhalten bleiben, oder auch das Studium der In-
varianten der affinen Gruppe bei diversen Operationen. Hier ein Anfang: Die Dimension.

Satz 9.1.11. Zwei affine Räume A und A ′ über demselben Körper K sind genau dann affin
isomorph, wenn Dim T (A ) = Dim T (A ′). Man nennt Dim A := Dim T (A ) die Dimension
des affinen Raumes A . Insbesondere ist A affin isomorph zu An(K) für n = Dim A . Ein affiner
Isomorphismus A → An(K) heißt affines Koordinatensystem.

Die Idee des Koordinatensystems geht zurück auf DESCARTES,1596-1650, der hierdurch
die Algebra und Analysis als Hilfsmittel der Geometrie zugänglich machte.

Beweis. Ist f : A → A ′ ein affiner Isomorphismus, so ist f : T (A ) → T (A ′) ein Vektor-
raumisomorphismus, also Dim T (A ) = Dim T (A ′). Umgekehrt, sei ϕ : T (A ) → T (A ′)
ein Vektorraumisomorphismus. Offenbar ist für jedes beliebige, fest gewählte P0 ∈ A die
Abbildung A → T (A ) : P 7→

−−→
P0P ein affiner Isomorphismus (Beweis: Übung). Also er-

hält man durch Komposition einen affinen Isomorphismus von A auf A ′. (Man zeige als
Übungsaufgabe: Dieser Isomorphismus ist gegeben durch P 7→ P ′0 + ϕ(

−−→
P0P ), wo P ′0 ∈ A ′

beliebig, aber fest gewählt ist.)

Somit ist die Dimension eine affine Invariante.

Definition 9.1.12. Sei A ein affiner Raum über T (A ) = V mit affinen Teilräumen
A ′,A ′′.

(1) Die Teilräume heißen parallel, falls T (A ′) = T (A ′′).

(2) Sie heißen schwach parallel, falls T (A ′) ⊆ T (A ′′) oder T (A ′′) ⊆ T (A ′).

(3) Sie heißen windschief, falls A ′ ∩A ′′ = ∅ und T (A ′′) ∩ T (A ′) = {0}.

Übung 9.1.3. Sei A ein affiner Raum über dem Vektorraum V . Zeige, dass Paralleli-
tät eine Äquivalenzrelation auf der Menge aller affinen Teilräume von A ist. Zeige weiter,
dass die Äquivalenzklasse mit zugehörigem Teilraum W ≤ T (A ) wiederum einen affi-
nen Raum A /W bildet, und zwar mit Translationsraum V/W . Man nennt A /W auch den
Bahnenraum von A modW . (Beachte: V operiert zwar auch transitiv auf A /W , aber nicht
treu, es sei dennW = {0}.)

Übung 9.1.4. Ist A ein affiner Raum über dem K-Vektorraum V , und sind U ,W ≤ V
Teilräume, so gilt für die Abbildung

ϕ : A → A /U ×A /W : P 7→ (P + U , P +W),
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(1) ϕ ist injektiv genau dann, wenn U ∩W = {0}.

(2) ϕ ist surjektiv genau dann, wenn U +W = V .

Bemerkung 9.1.13. Parallelität und schwache Parallelität von affinen Teilräumen blei-
ben unter affinen Abbildungen erhalten. Die Eigenschaft, windschief zu sein, bleibt unter
injektiven affinen Abbildungen erhalten. Wie steht es mit Urbildern?

Wir wollen uns ansehen, wie in den verschiedenen Modellen für affine Räume, die wir
gesehen haben, die affinen Abbildungen aussehen und dargestellt werden.

Beispiel 9.1.14. Seien Ṽ , ϕ,V := Kern(ϕ),A(ϕ) := ϕ−1({1}) wie in Beispiel 9.1.2. Ent-
sprechend nehmen wir einen zweiten affinen Raum mit den Daten W̃ , ψ,W := Kern(ψ)
und A(ψ) = ψ−1({1}). Dann ist eine affine Abbildung f : A(ϕ) → A(ψ) nichts anderes als
die Einschränkung einer linearen Abbildung α : Ṽ → W̃ , welche A(ϕ) in A(ψ) abbildet,
d.h. für die ψ ◦ α = ϕ. Wir haben also das folgende kommutative Diagramm:

A(ϕ)
f−→ A(ψ)

↓ ↓
Ṽ α−→ W̃
ϕ ↓ ↓ ψ
K = K

Übung 9.1.5. α legt f eindeutig fest und umgekehrt.
Wichtiger Spezialfall: Aff(An(K)) kann mit der Matrixgruppe

Affn(K) :=

{(
a t
0 1

)
|a ∈ GLn(K), t ∈ Kn×1

}
≤ GLn+1(K)

identifiziert werden, die durch Linksmultiplikation auf An(K) operiert. Man beachte, dass
Affn(K) schon als Stabilisator eines Kovektors3 als Untergruppe von GLn+1(K) früher im
Beispiel 8.1.30 vorkam.

Ende
Vorl. 21Bemerkung 9.1.15. In Affn(K) gelten:(

a t
0 1

)(
b s
0 1

)
=

(
ab as+ t
0 1

)
(
a t
0 1

)−1

=

(
a−1 −a−1t
0 1

)
und (

a t
0 1

)(
In s
0 1

)(
a t
0 1

)−1

=

(
In as
0 1

)
Der Homomorphismus “linearen Anteil nehmen” ist gegeben durch

Affn(K)→ GLn(K) :

(
a t
0 1

)
7→ a

3Sprich, eines Vektors im Dualraum, auch Funktional genannt.



64 KAPITEL 9. GEOMETRIE

9.1.c Das Invarianzprinzip der affinen Geometrie

Bemerkung 9.1.16. Aff(A ) operiert transitiv auf A und hat genau 2 Bahnen auf A ×A .

Beweis. T (A ) ≤ Aff(A ) operiert scharf transitiv, also insbesondere transitiv auf A , daher
auch Aff(A ). Ist P0 ∈ A , so ist der Stabilisator StabAff(A )(P0) isomorph zu GL(T (A )),
vermöge der Abbildung

StabAff(A )(P0) 3 f 7→
(
f :
−−→
P0P 7→

−−−−→
P0f(P )

)
∈ GL(T (A )).

Also hat StabAff(A )(P0) zwei Bahnen auf A , nämlich {P0} und A \ {P0}.

In unserem Standardmodell An(K) kann man Œ annehmen, dass P0 = (0, ..., 0, 1)tr. Dann
ist

StabAffn(K)(P0) =

{(
a 0
0 1

)
|a ∈ GLn(K)

}
∼= GLn(K)

Bei der Operation auf Tripeln bekommen wir die ersten geometrischen Invarianten.

Definition 9.1.17.

(1) P ∈ A n heißt affin unabhängig, falls für jeden affinen Raum A ′ über K und jedes
Tupel Q ∈ (A ′)n eine affine Abbildung f : A → A ′ existiert, mit f ◦ P = Q, d.h.
f(Pi) = Qi für i = 1, . . . , n. Ein maximal affin unabhängiges System P in A heißt
auch affine Basis von A .

(2) P ∈ A n heißt kollinear bzw. komplanar, falls Dim〈P 〉a ≤ 1 bzw. ≤ 2 gilt.

Bemerkung 9.1.18. Für P ∈ A n sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) P ist affin unabhängig.

(2) Dim〈P 〉a = n− 1.

(3) (
−−−→
PnP1, . . . ,

−−−−→
PnPn−1) ∈ T (A )n−1 ist linear unabhängig.

(4) Die affine Abbildung f : An−1(K) → 〈P 〉a : Ẽi :=

(
Ei
1

)
7→ Pi, Ẽn :=

(
0
1

)
7→ Pn

definiert einen affinen Isomorphismus.

Beweis. Vorbemerkung: Es gilt T (〈P 〉a) = 〈
−−−→
PnP1, . . . ,

−−−−→
PnPn−1〉 ≤ T (A ) =: V .

1⇒ 4: Es liegt eine affine Abbildung f vor mit f(Ẽn) = Pn und

f : K(n−1)×1 → T (〈P 〉a), Ei 7→
−−→
PnPi.

Aus der Definition der affinen Unabhängigkeit bekommt man eine affine Abbildung
A → An−1(K), die Pi auf Ẽi abbildet. Die Einschränkung dieser Abbildung auf 〈P 〉a
liefert die Inverse, d.h. es liegt ein affiner Isomorphismus vor.

4⇒ 2: Die Dimension ist eine Invariante für affine Isomorphismen.

2⇒ 3: Es ist n− 1 = Dim〈P 〉a = Dim T (〈P 〉a) = Dim〈
−−−→
PnP1, . . . ,

−−−−→
PnPn−1〉.
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3⇒ 1: Sei A ′ irgendein affiner Raum über demK-Vektorraum V ′ undQ ∈ (A ′)n. Es existiert
eine lineare Abbildung ϕ : V → V ′ mit ϕ(

−−→
PnPi) =

−−−→
QnQi für i = 1, . . . , n− 1. Also gibt

es genau eine affine Abbildung f : A → A ′ mit f = ϕ und f(Pn) = Qn. Für diese gilt
offenbar f(Pi) = Qi für i = 1, . . . , n.

Bemerkung 9.1.19. Ist A = ϕ−1(1) für ϕ ∈ Ṽ∗, so ist P ∈ A n affin unabhängig genau
dann, wenn P ∈ Ṽn linear unabhängig ist. Die affinen Basen von A sind also genau die
Basen von Ṽ , die in A = ϕ−1(1) ⊂ Ṽ enthalten sind.

Sofort klar, etwa aus Bemerkung 9.1.18.(3), ist nun die folgende Bemerkung:

Bemerkung 9.1.20.

(1) Affine Abhängigkeit von Tupeln bleibt erhalten unter beliebigen affinen Abbildun-
gen.

(2) Affine Unabhängigkeit bleibt unter injektiven affinen Abbildungen erhalten.

Satz 9.1.21. Sei A ein affiner Raum über einem endlich erzeugten K-Vektorraum. Dann ope-
riert Aff(A ) scharf transitiv auf der Menge der affinen Basen von A . Letztere bilden eine der
Bahnen von Aff(A ) auf A n+1, wo n = Dim A .

Beweis. Sofort aus Satz 9.1.11 und Bemerkung 9.1.18.

Satz 9.1.22.

(1) Aff(A ) operiert transitiv auf der Menge A 3
generisch der affin unabhängigen Tripel in A 3 (nicht

entartete Dreiecke), falls Dim(A ) ≥ 2.

(2) Eine trennende Invariante für die Operation von Aff(A ) auf der Menge A 3
spez := {P =

(P1, P2, P3) ∈ A 3|P1 6= P2, P kollinear } ist das Teilverhältnis. Dabei ist das Teilverhältnis
TV(P1, P2, P3) definiert als das eindeutige a ∈ K mit

−−→
P1P3 = a

−−→
P1P2.

Beweis.

(1) Wir können oBdA in A = A (ϕ) ⊂ Ṽ arbeiten. Offenbar hat Ṽ eine Basis B ∈ A n+1

und jedes affin unabhängige Tripel P ∈ A 3 kann seinerseits zu einer Basis P̂ ∈ A n+1

von Ṽ ergänzt werden. Es genügt nun zu zeigen, dass ein f ∈ Aff(A ) existiert, mit
f((B1, B2, B3)) = P . Dies ist aber klar, denn ein solches f wird induziert von der
eindeutigen linearen Abbildung von Ṽ , die B auf P̂ abbildet.

(2) Dass eine Invariante vorliegt, ist sofort klar aus der Definition einer affinen Abbil-
dung. Um zu zeigen, dass sie die Bahnen trennt, gehen wir wieder von der Situation
des Beweises von (1) aus mit der Basis B. Sei P ∈ A 3

spez mit Teilverhältnis a ∈ K. Es
genügt zu zeigen, dass ein f ∈ Aff(A ) existiert mit f((B1, B2, B1 + a(B2 − B1))) = P .
Zu diesem Zweck ergänzt man (P1, P2) zu einer Basis P̂ ∈ A n+1 von Ṽ . Die lineare
Abbildung, die B auf P̂ abbildet, induziert den gewünschten affinen Automorphis-
mus.

Aus dem letzten Beweis erhalten wir eine Folgerung, die eine sehr anschauliche Vorstellung
von der affinen Gruppe liefert.

Folgerung 9.1.23. Sei Dim(A ) = n. Dann operiert Aff(A ) transitiv auf A k
generisch := {P ∈

A k|P affin unabhängig}, der Menge der affin unabhängigen k-Tupel ((k − 1)-Simplizes) für 1 ≤
k ≤ n + 1. Im Falle k = n + 1 ist der Stabilisator eines solchen Tupels trivial, d.h. in diesem Falle
ist die Operation scharf transitiv, vgl. Satz 9.1.21.
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Ende
Vorl. 22

Wir wollen jetzt als Beispiel einen geometrischen Satz beweisen.

Satz 9.1.24. Sei K ein Körper mit 6 · 1 6= 0, A ein affiner Raum über K, (A,B,C) ∈ A 3
gen.

Dann schneiden sich die Seitenhalbierenden des nicht-entarteten Dreiecks (A,B,C) in einem Punkt
S, so dass das Teilverhältnis TV(A, a, S) = 2/3 ist, wo a der Mittelpunkt der Seite (C,B) ist.

C

B

c
A

b a

Beweis. Zunächst einmal definieren wir Seitenhalbierende:

sa = 〈A, a〉a, sb = 〈B, b〉a, sc = 〈C, c〉a

wobei a = B + 1
2

−−→
BC, b = A + 1

2

−→
AC und c = A + 1

2

−→
AB ist. Um zu rechnen wählen wir

Koordinaten für die Eckpunkte (A,B,C) des Dreiecks, also einen affinen Isomorphismus
f : 〈A,B,C〉a → A2(K) definiert durch

f(A) =

 0
0
1

 , f(B) =

 2
0
1

 , f(C) =

 0
2
1


Ein solcher Isomorphismus existiert per Definition, da (A,B,C) affin unabhängig ist. Es
genügt den Satz für das Bild unter f zu zeigen, da die Aussage invariant unter affinen
Isomorphismen ist. Dann ergeben sich die Fußpunkte f(a) = f(B + 1

2

−−→
BC) = (1, 1, 1)tr,

f(b) = (0, 1, 1)tr, f(c) = (1, 0, 1)tr. Die Seitenhalbierenden sind dann

f(sa) = {f(A) + αf(
−→
Aa) =

 α
α
1

 | α ∈ K}, f(sb) = {

 2− 2β
β
1

 | β ∈ K},

f(sc) = {

 γ
2− 2γ

1

 | γ ∈ K}
Um den Schnittpunkt {S} = sa ∩ sb ∩ sc zu berechnen, suchen wir α, β, γ ∈ K mit α

α
1

 =

 2− 2β
β
1

 =

 γ
2− 2γ

1

 .

und finden als Lösung α = β = γ = 2/3 also f(S) =

 2/3
2/3
1

. Das Teilverhältnis ergibt

sich als TV(A, a, S) = TV(f(A), f(a), f(S)) = 2/3 = TV(B, b, S) = TV(C, c, S).

Zum Beweis des nächsten Satzes benötigen wir Streckungen, also affine Abbildungen der
Form

A → A : P 7→ P0 + a
−−→
P0P ,

wobei das feste P0 ∈ A das Streckzentrum ist und das a ∈ K∗ der Streckfaktor.
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Übung 9.1.6. Zeige: Je zwei Streckungen von A sind konjugiert in Aff(A ) genau dann,
wenn sie denselben Streckfaktor haben. Die Streckungen zusammen mit den Translationen
bilden einen Normalteiler in Aff(A ) isomorph zur Matrixgruppe{(

aIn t
0 1

)
|a ∈ K∗, t ∈ Kn×1

}
∼= Kn×1 oK∗

Satz 9.1.25. (PAPPOS) Seien Dim(A ) = 2 und D,D′ zwei Geraden in A mit sechs verschie-
denen Punkten P,Q,R ∈ D, P ′, Q′, R′ ∈ D′, von denen keiner in D ∩ D′ liegt. Gilt 〈P,Q′〉a ‖
〈Q,P ′〉a und 〈Q,R′〉a ‖ 〈R,Q′〉a, so folgt 〈P,R′〉a ‖ 〈R,P ′〉a.

R’ Q’ P’

Q

R

P

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall, dass D und D′ sich schneiden. Dann sei {P0} =

D ∩ D′ und f1 die Streckung mit Zentrum P0, die P in Q = P0 + a
−−→
P0P überführt, und f2

die Streckung mit Zentrum P0, die Q nach R überführt. Es ist Q′ = τV (P ), also f1(Q′) =
f1(τV (P )) = τaV (f1(P )) = τaV (Q) = P ′ und ebenso f2(R′) = Q′. Dann ist (f2 ◦ f1)(P ) = R
und (f1 ◦ f2)(R′) = P ′. Da der lineare Anteil von f2 ◦ f1 gleich dem von f1 ◦ f2 gleich b idV

ist (für ein b ∈ K∗), gilt b
−−→
PR′ =

−−→
RP ′ und somit 〈P,R′〉a ‖ 〈R,P ′〉a.

FallsD undD′ sich nicht schneiden, arbeitet man mit Translationen, denn dann sindD und
D′ parallel.

Den nächsten Satz kann man als weitgehende Verallgemeinerung einer Version des
Strahlensatzes auffassen.

Satz 9.1.26. Sei Dim(A ) = n und Hi für i = 1, 2, 3 Hyperebenen in A , also affine Teilräume
der Dimension n− 1. Weiter seien H1, H2, H3 parallel und H1 6= H2.

(1) Jede Gerade (= 1-dimensionaler affiner Teilraum von A ), die nicht schwach parallel zu H1

ist, hat genau einen Schnittpunkt mit Hi für i = 1, 2, 3. (Die Schnittpunkte sind offenbar
kollinear.)

(2) Das Teilverhältnis der drei Schnittpunkte aus (1) ist unabhängig von der Wahl der Geraden
und legt H3 auf Grund der Nebenbedingungen DimH3 = n− 1, H3 ‖ H1 eindeutig fest.

Beweis.

(1) Sei W := T (H1) = T (H2) = T (H3). Wir betrachten A /W := {P +W|P ∈ A } als
eindimensionalen affinen Raum und beachten, dass ν : A → A /W : P 7→ P +W eine
affine Abbildung ist. Für jede Gerade G ⊂ A , wie in (1) spezifiziert, ist ν|G ein affiner
Isomorphismus. Klar: Die Schnittpunkte sind ν−1

|G (Hi) und die Behauptung über die
Teilverhältnisse folgt auch, da diese bei Anwendung von affinen Isomorphismen fest
bleiben.

(2) Sei G eine Gerade wie in (1) angegeben. Dann gilt T (A ) = T (H1) ⊕ T (G). Entspre-
chend haben wir eine affine Abbildung, genauer eine Parallelprojektion, von A ent-
lang T (H1) auf G, nämlich

π : A → A : P 7→ P ′ mit {P ′} = (P + T (H1)) ∩G.
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(Man muss nachrechnen, dass dies eine affine Abbildung ist. Die Projektionseigen-
schaft ist klar.) Jetzt kann der Beweis analog zum ersten Beweis fortgesetzt wer-
den.

Übung 9.1.7. Definiere Parallelprojektionen allgemein.

Übung 9.1.8. Zeige, dass in der affinen Ebene zwei Geraden sich entweder schneiden
oder parallel sind. Genauer: Studiere die Bahnen unter der ebenen affinen Gruppe auf der
Paarmenge der Geraden in der affinen Ebene.

Eigentlich ist der Satz von PAPPOS ein Satz, der zur projektiven Geometrie gehört. Ähn-
lich ist es mit dem Satz von DESARGUES, der sich im affinen Raum abspielt. Der Beweis,
den hier gegeben wird, ist vielleicht vom synthetisch-geometrischen Standpunkt aus nicht
schön, demonstriert aber die DESCARTESsche Idee, durch Einführung von Koordinaten
geometrische Sätze durch algebraische Rechnungen zu beweisen. Für kompliziertere Situa-
tionen kann man sogar Computer heranziehen, um derartige Beweise “durchzurechnen”.

Satz 9.1.27. (DESARGUES4) Seien (A,B,C), (A′, B′, C ′) ∈ A 3
generisch zwei nicht entartete

Dreiecke, die keine Eckpunkte gemeinsam haben und für die 〈A,B〉a ‖ 〈A′, B′〉a, 〈B,C〉a ‖ 〈B′, C ′〉a,
〈A,C〉a ‖ 〈A′, C ′〉a. Dann schneiden sich die drei Geraden 〈A,A′〉a, 〈B,B′〉a, 〈C,C ′〉a in einem ge-
meinsamen Punkt oder sind paarweise parallel.

A

C C’

A’

B

B’

Beweis. Da die beiden Dreiecke nicht entartet sind, erzeugen sie einen drei- oder zweidi-
mensionalen affinen Raum. Wir behandeln nur den ersten Fall, den zweiten ist als Übung
überlassen:
Also sei (A,B,C,A′) nicht komplanar. Dann können wir affine Koordinaten κ : 〈A,B,C,A′〉a →
K3×1 so wählen (wir arbeiten hier nicht mit An(K), weil es uns nicht weiter hilft!), dass

κ(A) =

 0
0
0

 , κ(B) =

 1
0
0

 , κ(C) =

 0
1
0

 , κ(A′) =

 0
0
1


ist. Wegen der Parallelität der Seiten folgt durch kurze Rechnung

κ(B′) =

 a
0
1

 , κ(C ′) =

 0
a
1


für ein a ∈ K. Da (A′, B′, C ′) nicht kollinear ist, folgt a 6= 0. Im Falle a = 1 sind die drei
Geraden 〈A,A′〉a, 〈B,B′〉a, 〈C,C ′〉a parallel. Anderenfalls schneiden sie sich in dem Punkt
mit den Koordinaten (0, 0, 1

1−a)tr.

Ende
Vorl. 23

4Genauer handelt es sich um eine affine Konsequenz der Umkehrung des (projektiven) Satzes von DE-
SARGUES. Die Umkehrung ergibt sich aber durch Dualisieren aus dem ursprünglichen Satz von DESARGUES.



Kapitel 10

Multilineare Algebra

10.1 Tensorprodukte von Moduln

Sei R ein kommutativer Ring und K ein Körper.

Definition 10.1.1. Seien M,N, T Moduln über R.

(1) Eine Abbildung Φ : M ×N → T heißt bilinear, falls

Φ(aV + bV ′,W ) = aΦ(V,W ) + bΦ(V ′,W ) für alle a, b ∈ R, V, V ′ ∈M,W ∈ N

und

Φ(V, aW + bW ′) = aΦ(V,W ) + bΦ(V,W ′) für alle a, b ∈ R, V ∈M,W,W ′ ∈ N.

(2) (⊗, T ) heißt Tensorprodukt von M und N , falls

(a) ⊗ : M ×N → T : (V,W ) 7→ V ⊗W bilinear ist und

(b) für jeden R-Modul U und jede bilineare Abbildung Φ : M × N → U genau eine
lineare Abbildung ϕ : T → U existiert, so dass das Diagramm

⊗ : M ×N → T
Φ↘ ↓ ϕ

U

kommutiert, d.h. Φ(V,W ) = ϕ(V ⊗W ).

Man sagt auch kurz: Ein Tensorprodukt ist eine universelle bilineare Abbildung .

Bemerkung 10.1.2. Sei A ∈ Rm×n, B ∈ Ro×p. Das KRONECKER-Produkt von A und B
ist definiert als

A⊗B :=


A11B A12B . . . A1nB
A21B A22B . . . A2nB

...
...

...
Am1B Am2B . . . AmnB

 ∈ Rmo×np.

Dann ist ⊗ : Rm×n×Ro×p → Rmo×np sicher bilinear. Frage: Ist es universell, also ein Tensor-
produkt?

Bemerkung 10.1.3. Falls ein Tensorprodukt von M und N existiert, ist es eindeutig bis
auf Isomorphie bestimmt.

69
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Beweis. Seien (⊗, T ) und (⊗′, U) Tensorprodukte der R-Moduln M und N . Dann haben wir
eine lineare Abbildung ϕ : T → U mit V ⊗′ W = ϕ(V ⊗W ) für alle V ∈ M,W ∈ N und
eine lineare Abbildung ψ : U → T mit V ⊗ W = ψ(V ⊗′ W ). Also hat die Komposition
ϕ ◦ψ : U → U die Eigenschaft V ⊗′W = (ϕ ◦ψ)(V ⊗′W ) für alle V ∈M,W ∈ N ebenso wie
die Identität idU von U . Also ist ϕ ◦ ψ = idU . Analog ψ ◦ ϕ = idT . D.h. ϕ und ψ sind invers
zueinander.

Bemerkung 10.1.4. M = 〈m1, . . . ,mr〉, N = 〈n1, . . . , ns〉, so ist jede bilineare Abbildung
Φ : M ×N → U eindeutig bestimmt durch alle Φ(mi, nj).

Bemerkung 10.1.5. Das KRONECKER-Produkt ist ein Tensorprodukt. Genauer (⊗, Rmo×np)
ist ein Tensorprodukt von Rm×n und Ro×p.

Beweis. Eine bilineare Abbildung Φ ist festgelegt durch die Bilder von (B,C), wobei B und
C die Elemente von je einem freien Erzeugendensystem (=Basis) der beiden Ausgangsmo-
duln durchlaufen. Im vorliegenden Fall kann man die Standardbasen nehmen. Aber dann
bilden die KRONECKER-Produkte B ⊗ C eine Basis von Rmo×np, nämlich auch wieder die
Standardbasis bei geeigneter Anordnung. Also ist durch ϕ : B ⊗ C 7→ Φ(B,C) eine lineare
Abbildung festgelegt, die unser Diagramm zum Kommutieren bringt. Es ist klar, dass man
keine andere Wahl für ϕ hat.

Damit ist der Existenz- und Eindeutigkeitssatz für Tensorprodukte von freien Moduln vom
endlichen Rang (insbesondere von endlich dimensionalen Vektorräumen) bewiesen.

Bemerkung 10.1.6. Sind V und W K-VR der Dimension n bzw. m, so hat das Tensor-
produkt V ⊗W die Dimension nm. Genauer, ist B ∈ Vm eine Basis von V und C ∈ Wn eine
Basis vonW , so ist

B ⊗ C := (B1 ⊗ C1, B1 ⊗ C2, . . . , B1 ⊗ Cn, B2 ⊗ C1, . . . Bm ⊗ Cn) ∈ (V ⊗W)mn

eine Basis von V ⊗W .

Satz 10.1.7. Seien M und N R-Moduln. Dann existiert bis auf Isomorphie genau ein Tensor-
produkt. Dieses wird mit (⊗,M ⊗N) bezeichnet.

Beweis. Die Eindeutigkeit haben wir schon bewiesen. Zur Existenz: Sei F der freieR-Modul
mit Basis M ×N , d.h.

F = {
∑

(m,n)∈M×N

a(m,n)(m,n) | a(m,n) ∈ R, a(m,n) 6= 0 nur für endlich viele (m,n)}

Setze

B := 〈(rm1+m2, sn1+n2)−rs(m1, n1)−r(m1, n2)−s(m2, n1)−(m2, n2) | r, s ∈ R,m1,m2 ∈M,n1, n2 ∈ N〉R ≤ F.

Behauptung: Ist T := F/B so ist ⊗ : M × N → T, (m,n) 7→ (m,n) + B =: π(m,n) ein
Tensorprodukt.
⊗ ist bilinear nach Konstruktion, sprich nach Definition von B.
⊗ hat auch die universelle Eigenschaft: Ist U ein R-Modul und ψ : M ×N → U bilinear, so
gibt es genau einen R-Modulhomomorphismus ϕ : F → U mit ϕ|M×N = ψ, da F frei auf
M × N . Aus der Bilinearität von ψ folgt, dass B ≤ Kern(ϕ). Somit induziert ϕ eine lineare
Abbildung T → U mit der gewünschten Eigenschaft.

Beispiel 10.1.8.
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(1) R = Z, M = Z/2Z = 〈a〉, N = Z/3Z = 〈b〉.
Hier ist M ⊗N = {0}. Denn jede bilineare Abbildung Φ : M ×N → U erfüllt

Φ(a, b) = 3Φ(a, b)− 2Φ(a, b) = Φ(a, 3b)− Φ(2a, b) = 0− 0 = 0.

(2) R = Z, M = Z/2Z = 〈a〉, N = Z/4Z = 〈c〉.
Dann ist M ⊗N = Z/2Z. Denn jede bilineare Abbildung Φ : M ×N → U ist eindeutig
bestimmt durch Φ(a, c) =: u. Es ist 2u = Φ(2a, c) = 0. Umgekehrt definiert Φ : M ×
N → Z/2Z, Φ(a, c) := 1 + 2Z eine bilineare Abbildung.

Wir haben noch eine unmittelbare Konsequenz der Definition: Die Existenz von Tensor-
produkten von linearen Abbildungen.

Satz 10.1.9. Seien V ,V ′ und W ,W ′ K-Vektorräume mit linearen Abbildungen α : V → V ′
und β :W →W ′ .

(1) Es gibt genau eine lineare Abbildung

α⊗ β : V ⊗W → V ′ ⊗W ′

mit (α⊗ β)(V ⊗W ) = α(V )⊗ β(W ) für alle V ∈ V ,W ∈ W .

(2) Sind B,B′, C, C ′ Basen von V ,V ′,W ,W ′, so gilt

B′⊗C′(α⊗ β)B⊗C = B′αB ⊗ C′βC ,

wobei das zweite ⊗ das KRONECKER-Produkt von Matrizen ist.

(3)
⊗ : Hom(V ,V ′)× Hom(W ,W ′)→ Hom(V ⊗W ,V ′ ⊗W ′) : (ϕ, ψ)→ ϕ⊗ ψ

ist ein Tensorprodukt, insbesondere für endlich dimensionale Vektorräume gilt

Hom(V ,V ′)⊗ Hom(W ,W ′) ∼= Hom(V ⊗W ,V ′ ⊗W ′).

Ende
Vorl. 24Beweis.

(1) Offenbar ist
V ×W → V ′ ⊗W ′ : (V,W ) 7→ α(V )⊗ β(W )

bilinear. Mit der Definition des Tensorproduktes folgt die Behauptung.

(2) Sei B′αB =: M, C
′
βC =: N Dann ist

(α⊗ β)(Bi ⊗ Cj) = α(Bi)⊗ β(Cj) = (
∑
k

MkiB
′
k)⊗ (

∑
l

NljC
′
l) =

=
∑
k

∑
l

MkiNljB
′
k ⊗ C ′l .

(3) Die Existenz der Abbildung folgt aus (1) und die Isomorphie aus (2).

Offenbar kann man K⊗W mitW identifizieren, indem man k⊗W mit kW für k ∈ K,W ∈
W identifiziert. Dann bekommen wir eine wichtige Folgerung, wobei mit V∗ wie üblich der
Dualraum Hom(V , K) bezeichnet wird:
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Folgerung 10.1.10. V∗ ⊗W ∼= Hom(V ,W). Genauer,

⊗ : V∗ ×W → Hom(V ,W) : (ϕ,W ) 7→ (V 7→ ϕ(V )W )

ist ein Tensorprodukt.

Beweis. V∗ ⊗W ∼= Hom(V , K)⊗ Hom(K,W) ∼= Hom(V ⊗K,K ⊗W) ∼= Hom(V ,W).

Bemerkung 10.1.11. (Konstantenerweiterung) Sei K Teilkörper eines Körpers F und V
ein K-Vektorraum. Dann ist VF := F ⊗ V ein F -Vektorraum, die Konstantenerweiterung,
mit

a(b⊗ V ) := (ab)⊗ V für alle a, b ∈ F, V ∈ V .

(1) IstB ∈ Vn eineK-Basis von V , so ist 1⊗B := (1⊗B1, . . . , 1⊗Bn) ∈ (VF )n eine F -Basis
von VF .

(2) Ist W ein weiterer K-Vektorraum und ϕ : V → W linear (über K), so ist idF ⊗ϕ :
VF →WF linear über F . Ist C ∈ Wm eine K-Basis vonW , so ist

1⊗C(idF ⊗ϕ)1⊗B = CϕB.

(3) Die beiden F -Vektorräume Hom(V ,W)F und Hom(VF ,WF ) werden identifiziert, in-
dem man a ⊗ ϕ für a ∈ F, ϕ ∈ Hom(V ,W) mit ã ⊗ ϕ identifiziert, wobei ã die Ska-
lierung ã : F → F, b 7→ ab bezeichnet. (Hinweis: F × Hom(V ,W) → Hom(VF ,WF ) :
(a, ϕ) 7→ ã⊗ ϕ ist ein Tensorprodukt.)

Beweis. Übung.

10.2 Die Tensoralgebra.

Wir haben bislang nur von Tensorprodukten von zwei Vektorräumen gesprochen. Es ist
klar, dass man die Konstruktion auch für n Vektorräume durchführen kann. Wir begnügen
uns mit dem Fall n = 3.

Definition 10.2.1. Seien Vi für i = 1, . . . n undW , T K-Vektorräume. Eine Abbildung

Ψ : ×ni=1Vi →W

heißt multilinear, falls sie in jeder Komponente linear ist.
(⊗, T ) heißt Tensorprodukt der Vi’s, falls T ein K-Vektorraum ist,

⊗ : ×ni=1Vi → T : (V1, . . . , Vn) 7→ V1 ⊗ . . .⊗ Vn

multilinear ist und für jede multilineare Abbildung

Ψ : ×ni=1Vi →W

in einen beliebigen K-Vektorraum W genau eine lineare Abbildung ϕ : T → W existiert
mit Ψ(V1, . . . , Vn) = ϕ(V1 ⊗ . . .⊗ Vn) für alle Vi ∈ Vi, i = 1, . . . , n.

Satz 10.2.2. Bis auf Isomorphie gibt es genau ein Tensorprodukt (⊗, T ) von (V1, . . . ,Vn). Die-
ses wird mit ⊗ni=1Vi bezeichnet.
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Beweis. Der Beweis für den Fall n = 2 in Bemerkung 10.1.5 (bzw. Satz 10.1.7) überträgt sich,
wenn man die offensichtliche Identität von KRONECKER-Produkten von Matrizen beachtet:
Für beliebige Matrizen A,B,C über R gilt:

A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C.

Da offensichtlich sowohl V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) als auch (V1 ⊗ V2) ⊗ V3 ein Tensorprodukt von
(V1,V2,V3) ist, haben wir ein Korollar, das uns ermöglicht in Zukunft alle Klammerungen
bei Tensorprodukten zu ignorieren.

Folgerung 10.2.3. (V1 ⊗ V2) ⊗ V3
∼= V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) ∼= V1 ⊗ V2 ⊗ V3 mit (V1 ⊗ V2) ⊗ V3 ↔

V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)↔ V1 ⊗ V2 ⊗ V3 für alle Vi ∈ Vi, i = 1, 2, 3.

Definition 10.2.4. Sei V ein K-Vektorraum. Setze V⊗0 := T 0V := K1, ein eindimensio-
naler K-Vektorraum mit Basis 1 und V⊗n := T nV := ⊗nV für n > 0. Die Tensoralgebra TV
von V ist definiert als

TV :=
⊕
i∈Z≥0

T iV

mit der bilinearen Multiplikation

(V1 ⊗ . . .⊗ Vm)(W1 ⊗ . . .⊗Wn) := V1 ⊗ . . .⊗ Vm ⊗W1 ⊗ . . .⊗Wn

für alle V ∈ Vm,W ∈ Vn und 1X = X = X1 für alle X ∈ TV .

Für die Tensoralgebra können wir nicht nur zeigen, dass sie eine Algebra ist, sondern dass
sie sogar eine universelle Eigenschaft hat, ähnlich wie das Tensorprodukt selbst.

Satz 10.2.5.

(1) TV ist eine assoziative K-Algebra.

(2) Ist A eine assoziative K-Algebra mit Einselement und ϕ : V → A eine lineare Abbildung,
so gibt es genau einen Algebrenhomomorphismus ϕ : TV → A , der ϕ fortsetzt.

Beweis.

(1) Zeige, dass die Multiplikation wohldefiniert ist. Klar:

T nV × TmV → T n+mV : (X, Y )→ X ⊗ Y

ist bilinear, sogar ein Tensorprodukt. Also ist die Multiplikation auf T nV×TmV wohl-
definiert und bilinear. Diese wird bilinear auf ganz TV × TV → TV fortgesetzt, was
wegen der Struktur von TV als direkte Summe wohldefiniert ist. Offenbar ist dieses
Produkt auch assoziativ, so dass wir eine K-Algebra mit Eins haben.

(2) Klar: Soll ϕ ein Homomorphismus für Algebren mit Eins sein, so muss ϕ(1) = 1 ∈ A
und ϕ(V1 ⊗ . . .⊗ Vm) = ϕ(V1) · · ·ϕ(Vm) für alle V ∈ Vn sein. Offenbar ist aber

Vn → A : V 7→ ϕ(V1) · · ·ϕ(Vm)

multilinear, so dass ϕ|TnV wohldefiniert ist. Da TV direkte Summe der TmV ist, folgt
die Behauptung.

Ende
Vorl. 25
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10.3 Alternierende Tensoren und die Grassmann-Algebra.

Lernziel: Alternierende Multilinearformen, alternierende Multivektoren, geometrische In-
terpretation, symmetrische Tensoren, Zusammenhang mit Polynomen.

Wir hatten früher Determinanten als alternierende Multilinearformen kennengelernt. Wir
wollen jetzt einen breiteren Kontext für Determinanten herstellen. Unsere Vektorräume
bleiben in der Regel endlich erzeugt.

Definition 10.3.1. Seien V ,W K-Vektorräume.

(1) Eine multilineare Abbildung Ψ : Vk → W heißt alternierend, falls Ψ(V ) = 0 für alle
V ∈ Vk, für die verschiedene i, j ∈ k existieren mit Vi = Vj .

(2) (∧, T ) heißt ein äusseres k-faches Produkt von V oder ein alternierendes k-faches
Produkt, falls T ein K-Vektorraum ist, ∧ : Vk → T : V 7→ V1 ∧ . . . ∧ Vk eine alternie-
rende multilineare Abbildung ist und für jeden K-Vektorraum W und jede alternie-
rende multilineare Abbildung Ψ : Vk →W genau eine lineare Abbildung ψ : T → W
existiert mit

Ψ(V ) = ψ(V1 ∧ . . . ∧ Vk) für alle V ∈ Vk.

In der Schule gab es schon das erste Beispiele einer alternierenden bilinearen Abbildun-
gen: Das ×-Produkt. Die Determinante ist ebenfalls eine alternierende Multilinearform.

Übung 10.3.1. Zeige: Falls ein alternierendes k-faches Produkt von V existiert, so ist es
bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig.

Satz 10.3.2. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Es existiert bis auf eindeutige Isomor-
phie genau ein äusseres k-faches Produkt (∧, T ). Bezeichnung:

∧k V := T .

Beweis. Falls T existiert, sollte es nach Definition der Tensorpotenz ein epimorphes Bild von
T kV sein. Ist ε : T kV → T dieser Epimorphismus, so gilt sicherlich V1 ⊗ . . . ⊗ Vk ∈ Kern ε,
sobald Vi = Vj ist für ein Paar (i, j) mit i 6= j. Dies führt uns zu folgendem Ansatz:
T := (T kV)/U , wo U von allen V1 ⊗ . . . ⊗ Vk mit V ∈ Vk, Vi = Vj für ein Paar (i, j), i 6= j
erzeugt wird. Es folgt sofort:

∧ : Vk → T : V 7→ V1 ∧ . . . ∧ Vk := V1 ⊗ . . .⊗ Vk + U

ist multilinear und alternierend. Wir überprüfen die Universalität: Sei Ψ : Vk → W mul-
tilinear und alternierend. Nach Definition des Tensorproduktes haben wir eine eindeutige
lineare Abbildung α : T kV → W mit Ψ(V ) = α(V1 ⊗ . . . ⊗ Vk) für alle V ∈ Vk. Da Ψ al-
ternierend ist, folgt U ≤ Kernα. Also faktorisiert α über den natürlichen Epimorphismus
ε : T kV → T , d.h. es gibt eine eindeutige lineare Abbildung ψ : T → W mit ψ ◦ ε = α, d.h.
mit Ψ(V ) = ψ(V1 ∧ . . . ∧ Vk).

Leider sagt uns der Satz nichts über die Dimension von
∧k V . Wir schauen uns einige Bei-

spiele an:

Beispiel 10.3.3.

(1) Sei k > DimV , dann ist
∧k V = {0}. Denn sei Ψ : Vk → W alternierend, so ist jedes

V ∈ Vk linear abhängig und somit Ψ(V ) = 0 (Schluss wie bei der Determinante.)

(2)
∧1 V ∼= V .
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(3) Sei n = DimV . Dann gilt Dim
∧n V = 1. Genauer, ist B ∈ Vn eine Basis von V , so ist

(B1 ∧ . . . ∧ Bn) eine Basis von
∧n V . (Beweis: Übung.) Andere Sichtweise: Im letzten

Semester hatten wir bereits gezeigt, dass der Vektorraum der alternierenden Linear-
formen eindimensional ist, und zwar von der Determinante erzeugt wird.

Satz 10.3.4. Sei DimV = n. Dann gilt Dim
∧k V =

(
n
k

)
. Genauer: Sei B ∈ Vn eine Basis

von V . Für jede k-elementige Teilmenge I von n mit Elementen i1 < i2 < . . . < ik sei BI :=

Bi1 ∧ . . . ∧Bik . Dann ist (BI |I ⊆ n, |I| = k) eine Basis von
∧k V .

Beweis.

(1) Die BI erzeugen
∧k V : Zur Vorbereitung beachte

V1 ∧ . . . . . . ∧ Vk = sign(σ)W1 ∧ . . . ∧Wk

für alle V ∈ Vk, σ ∈ Sk,W = V ◦ σ. Dies folgt sofort für Transpositionen σ und da
diese Sk erzeugen auch für alle σ ∈ Sk. Da nun klar ist, dass

∧k V von Elementen der
Form Ba(1) ∧ . . . ∧Ba(k) erzeugt wird, wo a : k → n eine beliebige Abbildung ist, folgt
die Erzeugung aus der Multilinearität, der Umsortierungseigenschaft oben und der
offensichtlichen Tatsache, dass Ba(1) ∧ . . . ∧Ba(k) = 0 ist, falls a nicht injektiv ist.

(2) Lineare Unabhängigkeit: Sei
∑

I aIBI = 0 für gewisse aI ∈ K, I ⊆ n, |I| = k. Sei nun
J ⊆ n, |J | = k. Um aJ = 0 zu zeigen, betrachte πJ : V → 〈Bi|i ∈ J〉 :

∑
aiBi 7→∑

i∈J aiBi und sei det die Determinante von 〈Bi|i ∈ J〉 bezüglich (Bi)i∈J . Dann ist

ΨJ : Vk → K : V 7→ det(πJ(V1), . . . , πJ(Vk))

multilinear und alternierend. Nach Definition des äusseren Produktes haben wir eine
eindeutige lineare Abbildung ψJ : Vk → K mit ΨJ(V ) = ψJ(V1 ∧ . . . ∧ Vk) für alle

V ∈ Vk. Klar: ψJ(BI) = δIJ :=

{
1 I = J,

0 I 6= J
. Wenden wir also ψJ auf

∑
I aIBI = 0 an,

so folgt aJ = 0.

Folgerung 10.3.5. Ein k-Tupel V ∈ Vk ist genau dann linear abhängig, wenn V1∧ . . .∧Vk = 0
gilt.

Bislang war ∧ nur eine alternierende multilineare Abbildung. Wir wollen uns überlegen,
dass man ∧ auch als Verknüpfung auffassen kann und dabei alle

∧k V zu einem grösseren
Ganzen zusammenfassen.

Definition 10.3.6. Sei DimV = n und
∧0 V := K1 ein eindimensionaler K-Vektorraum

mit Basis (1). Man setzt ∧
V :=

n⊕
k=0

k∧
V

und definiert eine Multiplikation auf
∧
V , indem man die durch

∧k,l :
k∧
V ×

l∧
V →

k+l∧
V :

(V1 ∧ . . . ∧ Vk,W1 ∧ . . . ∧Wl) 7→ V1 ∧ . . . ∧ Vk ∧W1 ∧ . . . ∧Wl

definierten bilinearen Abbildungen zu einer bilinearen Abbildung

∧ :
∧
V ×

∧
V →

∧
V

zusammensetzt. (
∧
V ,∧) heißt die äussere Algebra oder GRASSMANN-Algebra von V .
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Satz 10.3.7.
∧
V ist eine assoziative Algebra der Dimension 2DimV .

Ende
Vorl. 26Beweis. Wir müssen zuerst überlegen, dass das Produkt wohldefiniert ist. Dies ist mit der

gegebenen Definition etwas umständlich. Hier sind zwei andere Möglichkeiten:

(1) Man wählt eine Basis B ∈ Vn und definiert für die Basis (BI |I ⊆ n) das Produkt als
(BI , BJ) 7→ BI ∧ BJ := Bi1 ∧ . . . ∧ Bj|J| , was also 0 oder bis aufs Vorzeichen BI∪J im
Falle I ∩ J = ∅ ist. Dann setzt man bilinear fort und rechnet man die Eigenschaft aus
der Definition nach.

(2) Man geht von der Tensoralgebra TV aus und betrachtet den TeilraumAV :=
⊕

k≥0A
kV

mit AkV ≤ T kV erzeugt von allen V1 ⊗ . . . ⊗ Vk für V ∈ Vk mit zwei verschiedenen
Indizes i, j mit i 6= j, Vi = Vj . Wir erinnern uns

∧k V = T kV/AkV . Also haben wir
einen Vektorraumepimorphismus α : TV →

∧
V , der bei den Basisvektoren ⊗ durch

∧ ersetzt, mit Kernα = AV . Nun hat AV folgende bemerkenswerte Eigenschaft:

X ∈ AV , Y ∈ TV impliziert XY, Y X ∈ AV

(was den Relationen 0y = y0 = 0 in einem Ring R entspricht). Deswegen gilt für
X,X ′, Y, Y ′ ∈ TV :

X −X ′, Y − Y ′ ∈ AV impliziert XY −X ′Y ′ ∈ AV ,

d.h. wir können für die Restklassen nach AV widerspruchsfrei eine Multiplikation
über die Multiplikation der Vertreter definieren, oder anders ausgedrückt:

α(X) ∧ α(Y ) := α(X ⊗ Y )

ist eine wohldefinierte assoziative Multiplikation für
∧
V .

Bei der ersten Möglichkeit muss man noch die Assoziativität auf den Basisvektoren
überprüfen, bei der zweiten ist dies überflüssig.
Die Dimension ergibt sich aus 10.3.4. Man beachteB∅ ist das Einselement der Algebra.

10.4 Symmetrische Tensoren.

Lemma 10.4.1. Die Operation von Sk auf Vk durch

Sk × Vk → Vk : (σ, V ) 7→ V ◦ σ−1

induziert eine lineare Operation von Sk auf T kV gegeben durch

σ(
∑
V

aV V1 ⊗ . . .⊗ Vk) :=
∑
V

aV Vσ−1(1) ⊗ . . .⊗ Vσ−1(k),

wobei σ ∈ Sk und die Summe über endlich viele V ∈ Vk genommen ist. Diese Operation der Sk ist
mit der Operation der GL(V) vertauschbar. Entsprechend bekommt man eine Operation von Sk auf
T kV∗ mit entsprechenden Eigenschaften.

Beweis. Übung.

Definition 10.4.2.

(1) Ein Tensor T ∈ T kV oder in T kV∗ heißt schiefsymmetrisch, falls σ(T ) = sign(σ)T für
alle σ ∈ Sk.
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(2) Sei

alt = alt k : T kV → T kV : V1 ⊗ . . .⊗ Vk 7→
∑
σ∈Sk

sign(σ)Vσ(1) ⊗ . . .⊗ Vσ(k),

so dass
∧̂k
V = Bild altk. Ein Tensor T ∈ T kV heißt alternierend, falls T ∈

∧̂k
V =

Bild altk.

Übung 10.4.1. Zeige T ∈ T kV ist genau dann schiefsymmetrisch, wenn σ(T ) = −T
für alle Transpositionen σ ∈ Sk. (Hinweis: sign ist ein Gruppenhomomorphismus und die
Transpositionen erzeugen Sk als Gruppe.)

Klar: Alternierende Tensoren sind schiefsymmetrisch. Wie steht es mit der Umkehrung?

Bemerkung 10.4.3. Sei k! 6= 0 in K. Dann ist 1
k!

altk ∈ End(T kV) eine Projektion. Insbe-
sondere ist ein k-Tensor genau dann schiefsymmetrisch, wenn er alternierend ist.

Beweis. Sei σ ∈ GL(T kV) der von σ ∈ Sn induzierte Automorphismus. Wegen σ ◦ τ = σ ◦ τ
und der Homomorphieeigenschaft von sign folgt aus alt =

∑
σ∈Sk sign(σ)σ, dass alt2 = k! alt

gilt, woraus die Behauptung folgt.

Das wahrscheinlich wichtigste Objekt, welches wir in diesem Abschnitt kennengelernt ha-
ben, ist die GRASSMANN-Algebra

∧
V∗, die als wichtigste Elemente die alternierenden k-

Formen auf V beherbergt.

Wir kommen zu dem Fall symmetrischer Tensoren, bei dem wir uns kurz fassen können,
weil wir einerseits schon etwas Erfahrung von den schiefsymmetrischen Tensoren her ha-
ben und andererseits bereits über den Polynomring gesprochen haben, zu dem die symme-
trische Algebra isomorph ist.

Bemerkung 10.4.4. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Eine Abbildung Ψ : Vk → W in einen K-Vektorraum W heißt symmetrisch, falls
Ψ(V ) = Ψ(V ◦ σ) gilt für alle σ ∈ Sk, V ∈ Vk. Ein symmetrisches Produkt (·, SkV) ist
eine universelle multilineare symmetrische Abbildung · : Vk → SkV . Wegen der Uni-
versalität ist SkV bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Es kann konstruiert werden
als

SkV := V⊗k/ 〈V1 ⊗ . . .⊗ Vk − Vσ(1) ⊗ . . .⊗ Vσ(k)|Vi ∈ V , σ ∈ Sk〉︸ ︷︷ ︸
DkV

.

(2) Die symmetrische Algebra SV von V ist definiert als

SV :=
⊕
i≥0

SiV ,

wobei S0V als einsimensionaler K-Vektorraum mit Basis (1) definiert wird. Das Pro-
dukt auf SV ist so definiert, dass der offensichtliche Epimorphismus TV → SV das
Produkt der Tensoralgebra TV auf SV überträgt. Mit diesem Produkt ist SV eine as-
soziative und kommutative K-Algebra, und zwar universell assoziativ-kommutativ,
d.h. jede lineare Abbildung ϕ : V → A in eine kommutative, assoziative K-Algebra
A (mit Eins) lässt sich eindeutig zu einem K-Algebrenhomomorphismus ϕ : SV →
A fortsetzen. (Beachte S1V = V .)
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Wie beim alternierenden Produkt die GRASSMANN-Algebra das wichtigste Objekt war, so
ist es hier die symmetrische Algebra SV∗ auf V∗, weil sie mit der Polynomalgebra identi-
fiziert werden kann und ihre Elemente in natürlicher Weise die Polynomfunktionen indu-
ziert. Es folgt eine tabellarische Gegenüberstellung der analogen Begriffe für den alternie-
renden und den symmetrischen Fall. Man benutze es als Wörterbuch, um die Theorie für
den symmetrischen Fall herzuleiten.

Alternierender Fall Symmetrischer Fall
AkV mit Erzeugern DkV mit Erzeugern
V1 ⊗ . . .⊗ Vk zwei Vi gleich V1 ⊗ . . .⊗ Vk − Vσ(1) ⊗ . . .⊗ Vσ(k)

mit σ ∈ Sk∧k V SkV
alternierendes Produkt symmetrisches Produkt
∧ : Vk →

∧k V · : Vk → SkV
Dim

∧k V =
(
n
k

)
DimSkV =

(
n+k−1

k

)
GRASSMANN-Algebra

∧
V symmetrische Algebra SV

Gruppenhomomorphismus Gruppenhomomorphismus
Sk → K∗ : σ 7→ sign(σ) Sk → K∗ : σ 7→ 1
schiefsymmetrische Tensoren in T kV symmetrische Tensoren in T kV
altk :=

∑
σ∈Sk sign(σ)σ ∈ End(T kV) symk :=

∑
σ∈Sk σ ∈ End(T kV)

GRASSMANN-Algebra
∧
V∗ symmetrische Algebra SV∗

und alternierende Formen auf V und Polynomfunktionen auf V

Übung 10.4.2. Definiere symmetrische Tensoren in T kV analog zu schiefsymmetri-
schen Tensoren.

Übung 10.4.3. Sei B ∈ Vn eine Basis von V und X := B∗ ∈ (V∗)n die Dualbasis zu B.
Die Elemente von SV fassen wir auf als Polynome in den Bi und die Elemente von SV∗
fassen wir auf als Polynome in den Xi. Für g ∈ GL(V) sei G := BgB. Zeige:
1.) gp(B1, . . . , Bn) = p(g(B1), . . . , g(Bn)) mit g(Bi) = BG−,i =

∑
j GjiBj .

2.) g−1p(X1, . . . , Xn) = p(g−1X1, . . . , g
−1Xn) mit g−1Xi = gtr(Xi) = X(Gtr)−,i =

∑
j GijXj .
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inneren Automorphismen, 49
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irreduzibel, 17
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Jordan-Normalform, 38

Kern, 2
kleinstes gemeinsames Vielfaches, 11
kollinear, 64
kommutieren, 52
kompatible Basen, 20
komplanar, 64
komplexe Konjugation, 8
Konjugation, 49
konjugiert, 29
konjugierte Partition, 36
Konjugiertenklassen, 49

Länge der Bahn, 50
Lagrange, 47
Lagrangeinterpolation, 14
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linearer Anteil, 60
lineares Differentialgleichungssystem, 41
Linksideale, 3
Linksnebenklassen, 47

maximales Ideal, 17
Modul, 1
Modulhomomorphismus, 2

natürliche Epimorphismus, 5, 7, 57
nilpotent, 14
Noetherscher Isomorphiesatz, 57
Normalteiler, 55
Nullteiler, 14
nullteilerfrei, 9

Operation, 45
diagonale Operation, 54
linear, 47
scharf transitive Operation, 48
transitive Operation, 48
treue Operation, 48

Ordnung, 26
Ordnung eines Elementes, 45

parallel, 62
Parallelprojektion, 67
Partition, 46
Partition einer natürlichen Zahl, 36
prim, 11, 17
primäre rationale Form, 34
Primideal, 17

Quotientenkörper, 9

Rang, 24
rationale kanonische Form, 34
rationalen Funktionen, 10
reduzibel, 17
regulär, 48
reguläre R-Modul, 3
Restklasse, 5
Restklassenring, 7

scharf transitiv, 48
schwach parallel, 62
semidirektes Produkt, 57
Smith-Form, 22
spezielle lineare Gruppe, 55
Stabilisator, 46
Streckungen, 66
Summe, 6

teilerfremde, 12, 13
Teilmodul, 1
teilt, 16
Teilverhältnis, 65
Torsionselement, 19
torsionsfrei, 19
Torsionsmodul, 19
Torsionsteilmodul, 19
transitiv, 48
Translation, 59
Translationsraum, 59
treu, 48
triviale Normalteiler, 55

Untergruppe, 46
unzerlegbar, 17

Vielfaches, 16
vollen linearen Gruppe, 50

Weierstraß Form, 34
windschief, 62

Young-Diagramm, 36

Zentralisator, 30, 49
Zentralisatoralgebra, 30
Zentrum, 49
zerlegbar, 17
Zykel, 52
Zykelzähler, 53
zyklisch, 6
zyklische Gruppe, 26
zyklische Modul, 20
zyklischer Vektor, 32
zyklischer Vektorraum, 32
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