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Kapitel 6
Moduln

6.1 Moduln

Definition 6.1.1. Sei R ein Ring. Eine abelsche Gruppe (M, +) heifit R-Modul (genauer
R-Linksmodul), falls eine Abbildung

Rx M — M : (r,m)— rm

gegeben ist mit

r(m+n) = rm+rn,
(rs)m = r(sm),
(r4+s)m = rm-+sm
Im = m

fir aller,s € R,m,n € M.
Ist M ein R-Modul, so heifst eine Teilmenge 7" C M ein Teilmodul von ), in Zeichen
T < M, fallsT # () und fir alle t;,t, € T, a € Rauch at, +t, € T gilt.

Man ist versucht zu sagen, dass Moduln Vektorrdaume {iber Ringen sind. Richtig ist natiir-
lich, dass Vektorraume Moduln iiber Kérpern sind.

Ubung 6.1.1. Zeigen Sie, dass Teilmoduln genau die Teilmengen T von M sind, die
mit der Einschrankung der Addition und Skalarmultiplikation von M auf T" wieder zu
R-Moduln werden.

Beispiel 6.1.2.
(1) Jede abelsche Gruppe (M, +) ist ein Z-Modul mit

m+4...+m, a>0
—_——

am-=93 —(m+...4m), —a>0
—_— ———

(2) SeiV ein K-Vektorraum fiir einen Korper K und ¢ € Endg (V). Dann wird V zu einem
K[z]-Modul durch die Setzung

p(z)v = (p(¢))(v) fur alle p(z) € Klz],v € V.

Ubung 6.1.2. Sei¢) : R — S ein Ringhomomorphismus und M ein S-Modul. Dann wird
M zu einem R-Modul, durch rm := ¢ (r)m firr € R,m € M.

1



2 KAPITEL 6. MODULN

Ist v injektiv (also R = ¢(R) ein Teilring von S), so nennt man den R-Modul M auch
die Einschrankung des S-Moduls M. Ist ¢ surjektiv (also S = R/ Kern(v)), so nennt man
den R-Modul M auch die Aufblasung (Inflation) des S-Moduls M.

Bemerkung 6.1.3.
(1) Sei M ein R-Modul und 7 eine Menge von Teilmoduln von M. Dann gilt:

ﬂTgM
TeT

ist wieder ein Teilmodul von M.

(2) Fir X C M so ist das Erzeugnis (X) := [y ;<) I der kleinste Teilmodul von M,
welcher X enthilt. -

(3) Esgiltfir() # X C M
(X) = {m € M| es existieren k € N,a € R* v € X" mitm = ayv; + - - + apvp }
und (0) = {0}.

Beweis. zu 3. Man rechnet leicht nach, dass die Menge X auf der rechten Seite ein R-
Teilmodul von M ist.! Es gilt X C X, da der Ring R eine Eins besitzt. Also nach Definition
gilt somit (X) < X. Aber andererseits ist X in jedem Teilmodul von M enthalten, der X
enthélt. Das liefert die Gleichheit. O

Definition 6.1.4. Eine Abbildung ¢ : M — N von R-Moduln M, N heifit R-Modul-
homomorphismus, falls

p(rma + sma) = rop(ma) + sp(ms)
tir alle r, s € R und alle m;, my € M gilt. In diesem Fall heifst die Faser tiber 0
Kern(y) := {m € M|p(m) =0}
der Kern von .
Bemerkung 6.1.5.
(1) Die Komposition von R-Modulhomomorphismen ist ein R-Modulhomomorphismus.

(2) Ist ¢ : M — N ein R-Modulhomomorphismus, so ist Kern(y) ein Teilmodul von M
und Bild(y) := {¢(m) | m € M} ein Teilmodul von N.

(3) pistinjektiv genau dann wenn Kern(yp) = {0} ist.
(4) ¢ ist surjektiv genau dann wenn Bild(yp) = N ist.

(5) Ist ¢ bijektiv (also ein Isomorphismus), so ist die Umkehrabbildung 30‘1” wieder ein
R-Modulisomorphismus. Insbesondere ist Isomorphie von Moduln eine Aquivalenz-
relation.

(6) R-Modulhomomorphismen von M in sich selbst heififen Endomorphismen. Endg(M) :=
{¢ : M — M | ¢ R-Modulhomomomorphismus } heifst der Endomorphismenring
des R-Moduls M. Es ist Endg (M) ein Ring, im Fall dass R kommutativ ist, sogar eine
R-Algebra.

1Die Konvention, dass die leere Linearkombination gleich O ist, fiihrt zu einer Vereinheitlichung der beiden
Faille.




6.1. MODULN 3

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Beispiel 6.1.6. Ein wichtiger Struktursatz fiir Vektorraume war der Steinitzsche Aus-
tauschsatz, der uns vielfaltige Moglichkeiten erdffnete, Basen zu konstruieren. Dieser ist
tiir allgemeine R-Moduln falsch:

Seidazu R = Zund M = Z3*'. Dann wird M durch Einschrinken der Q-Vektorraumstruktur
von Q**! zu einem Z-Modul. Jedes Element von M ist eindeutige Z-Linearkombination von
Elementen aus der Standardbasis F = (ej, €9, €3), in diesem Sinn ist E eine Z-Basis von M.
Jedoch ist (eq, €9, 2e3) eine linear unabhédngige Teilmenge von M, die sich nicht zu einer
Z-Basis ergdnzen ldsst. Ebensowenig B = (e; + €2, e2 + e3,e1 + e3), denn die Linearkombi-
nationen von Elementen in B sind genau die

(431
{| a2 | € M |ay+ ay+ a3 gerade }
as

Ubung 6.1.3. Die Spalten der Matrix A in Z"*" bilden genau dann ein Erzeugendensy-
stem des Z-Moduls Z™*! wenn

A € GL,(Z) = (Z™™)* = {g € Z™" | det(g) € {1}}.

Die Tatsache, dass R ein Ring ist, erlaubt es uns, beliebige Moduln als Faktormoduln
freier Moduln zu beschreiben und so einen ersten Rahmen zu bekommen, wie man Moduln
konstruiert.

Bemerkung 6.1.7. Sei R ein Ring.

(1) M = R kann als R-Modul aufgefasst werden durch
Rx M — M : (r,m)—rm (Produkt in R).

Diesen Modul bezeichnen wir mit zR. Er heifst der reguldre R-Modul. Seine Teil-
moduln nennt man auch Linksideale.

st M irgendein R-Modul und m € M, dann gibt es genau einen R-Modulhomomor-
(2) Ist M irgendein R-Modul und M,d gibtes g i R-Modulh
phismus
©Om : RR — M mit ¢,,(1) = m.

(3) Sind M und N R-Moduln, so auch die direkte Summe M @ N (entspricht dem direkten
Produkt bei abelschen Gruppen in additiver Schreibweise) durch die R-Operation

r(m,n) = (rm,rn) fur allem € M,n € N,r € R.
M & N heifst die direkte Summe der R-Moduln M und N.

(4) Ist A eine beliebige Menge, so ist R4 ein R-Modul mit werteweiser Addition und
Produkt:
RxRY = RY: (r, f) = (ars rf(a)).

Im Falle von A = n schreiben wir R" statt R™.
Beweis.

(1) Klar.
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(2) Existenz:
p:pR—=>M:r—rm

ist wohldefiniert und hat die gewiinschte Eigenschaft.
Eindeutigkeit: Sei 1) ein weiterer Homomorphismus mit dieser Eigenschaft. Dann gilt
fur aller € pR:

() = ¢(rl) = rp(1) = rm = pp(r), also ¥ = o

(3) Ubung.
(4) Ubung. [
Ubung 6.1.4. Zeige: Sind A und B disjunkte Mengen, so gilt: R* @ R® = RAYB als
R-Moduln.

Ende
Vorl. 1 Bemerkung 6.1.8. Sei A eine Menge und fiir jedes a € A sei e, € R* die charakteristi-

sche Funktion von {a}, definiert durch

QW) ={ V370

Dann ist der von den e, mit a € A erzeugte R-Teilmodul von R* gegeben durch
Frg(A) = (eJa € A)r = {f € R* | |{a € A|f(a) # 0}| < 00} < R™.

Frz(A) heifit der freie R-Modul auf A. Ist |A| < oo so ist offensichtlich Frz(A) = RA.

Satz 6.1.9. Sei R ein Ring und A eine Menge. Der Modul Frg(A) := (e,la € A)p <r R* hat
folgende Eigenschaft: Fiir jeden R-Modul M und jede Abbildung ) : A — M gibt es genau einen
R-Modulhomomorphismus

mit
Y(e,) = (a) fiirallea € A.

Moduln, die isomorph zu Frr(A) sind, heifSen frei auf dem Erzeugendensystem, welches (e,)qca
vermoge 1 entspricht. Ein freies Erzeugendensysteme heifit auch Basis, genauer R-Modulbasis.

<
&
=
=
1
<

Beweis. Jedes Element aus Frz(A) hat eine eindeutige Darstellung als

E T'a€q

acA

mit r, € Rund r, = 0 fiir alle bis auf endlich viele a € A. Daher ist

U FrR(A) = MY raea > Y ratb(a)

acA a€A

eine wohldefinierte Abbildung, von der man leicht zeigt, dass sie ein Modulhomomorphis-

mus ist. Sie erfiillt sicher die Bedingung U(e,) = (a) fiir alle a € A und ist somit auch der
einzige Modulhomomorphismus mit dieser Eigenschaft. O

Beispiel 6.1.10.
(1) rRistfreiauf {1}.

(2) Der Spaltenmodul R"*! ist frei auf den Einheitsspalten (e, ..., e,).
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Ubung 6.1.5. Sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt
Endg(R") = R™",

wobei wir R"*" durch komponentenweise Addition und iibliche Multiplikation zu einem
Ring machen. Genauer: Identifiziere R" mit R"*'. Dann liefert das Heranmultiplizieren
von Matrizen aus R"*" eine eindeutige Darstellung der Endomorphismen von R™*! durch
Matrizen. Man setzt
GL,(R) := (R"™™)*. (Beachte, der Fall n = 1 ist schon interessant.)
(Hinweis: B

A: R — RV X — AX
ist fiir jedes A € R™" ein R-Modulendomorphismus und jede Matrix induziert einen an-
deren Endomorphismus, da ein Endomorphismus durch die Bilder der (freien) Erzeuger
e, ..., e, festgelegt ist, die wie in der linearen Algebra in den Spalten der beschreibenden
Matrix stehen. Da diese Bilder beliebig vorgegeben werden konnen, folgt die Behauptung,
wenn man beachtet, dass der Summe und dem Matrixprodukt gerade die Summe und die
Hintereinanderausfithrung der Endomorphismen entsprechen.)

6.2 Homomorphiesitze und der chinesische Restsatz.

6.2.a Der Homomorphiesatz fiir Moduln
Bemerkung 6.2.1. Sei R Ring und M ein R-Modul mit Teilmodul U < M.

(1) Far m € M heifst
m+U :={m+uju €U}

die Restklasse von m nach U. Die Menge
M/U :={m+Ulm e M}

aller Restklassen nach U in M bilden den Faktormodul M /U von M nach U vermoge
der folgenden Verkniipfungen:

+M/UXM/U—>M/U(m1+U,m2+U)r—>(m1+m2)+U

und
:RXM/U—= MJ/U: (rym+U)—rm+U.

(2) Der natiirliche Epimorphismus
v=vy:M—>M/U:m—m+U
ist ein R-Modulepimorphismus mit Kern(vy) = U.
Beweis.

(1) Wir miissen zeigen, dass + und - wohldefiniert sind. Die Addition lassen wir als
Ubung. Fiir das Produkt sei m + U = n + U. Wir zeigen: rm + U = rn + U. Mit
m —n € U ist auch r(m — n), also rm + U = rn + U. Die R-Modulaxiome miissen
verifiziert werden. Z.B. ist U = 0 + U das Nullelement von M /U. Den Rest lassen wir

als Ubung.

(2) Dies folgt direkt aus der Definition des Produktes und der Addition von Restklassen.
0
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Der néchste Schritt in der allgemeinen Modultheorie ist der Homomorphiesatz, dessen
Beweis genau so einfach ist wie bei Vektorrdumen.

Satz 6.2.2. Sei ¢ : M — N ein R-Modulhomomorphismus. Dann faktorisiert ¢ als
p=¢o VKern(p)
iiber M/ Kern(y) mit Vkern(,) €in R-Modulepimorphismus und den R-Modulmonomorphimus
¢ : M/ Kern(p) = N : m + Kern(y) — ¢(m).

Bemerkung 6.2.3. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so gibt es ein n € N und einen
R-Modulepimorphismus ¢ : R**! — M. Insbesondere M = R"*!/Kern(e).

Beweis. Sei 1) : n — M gegeben, so dass Bild() ein Erzeugendensystem von M ist. Der
nach Satz 6.1.9 eindeutige R-Modulhomomorphismus ¢ : R"*! — M miteo S = ¢, wo S
die Standardbasis von R"*! ist, ist dann ein Epimorphismus. O

Definition 6.2.4. R-Moduln, die von einem Element erzeugt werden heifien zyklisch.
Beispiel 6.2.5.

(1) Jede zyklische Abelsche Gruppe ist von der Form Z/ K, wobei K ein Linksideal von
Z ist (siehe spater).

(2) Jede Abelsche Gruppe, die von n Elementen erzeugt wird, ist von der Form Z"/K
wobei K ein Z-Teilmodul von Z" = Frz(n) ist.

(3) Sei K ein Korper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit ¢ € Endg(V), so
dass das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von ¢ beide gleich
p(z) € K|x] sind, so ist V ein zyklischer K [z]-Modul und es gilt (vgl. LA I, Begleitma-
trix von p(x)):

V =i wp K]/ (p(2)).

6.2.b Ideale

Wir kommen zu dem Homomorphiesatz von Ringen. Zuerst sieht die Definition eines
Ideals etwas sonderbar aus, wird aber einsichtig, wenn man sich vorstellt, dass ein Ideal
etwas ist, was man gleich Null setzen kann, um einen neuen Ring zu bekommen.

Definition 6.2.6. Sei R ein Ring.
(1) I C R heifdt (zweiseitiges) Ideal von R, in Zeichen I < R, falls

e [ #(und
e a,bc Jundr,s € Rimpliziert ra + bs € I.

(2) Sind 11, I, < R so heifst das kleinste Ideal I; 4 I3, welches I; und I, enthélt, die Summe
von I; und Is.

Beispiel 6.2.7.
(1) Fur R=Zist3Z = (3) = {32 | z € Z} ein Ideal: (3) < Z.

(2) Ist K ein Korper und a € K, dann ist

{p(z) € Kla] [ pla) = 0} = (z — a) := {p(z)(z — a) | p(x) € K[z]} < K[z].
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(3) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so sind die Ideale in ? genau die R-Teilmoduln
von R, sprich die Linksideale.

(4) Der Durchschnitt einer Menge von Idealen ist wieder ein Ideal.

(5) Ist M C R, so heifst
(M)y:= () I

MCI<KR

das von M erzeugte Ideal. Ist M/ = {ay,...a,} so schreibt man auch (ay,...,a,) statt

(M).
(6) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so heifst

(a) :={ra|r € R}

das von a € R erzeugte Hauptideal: (a) < R.

(7) Ist ¢ : R = S ein Ringhomomorphismus, dann ist
Kern(p) := {r € R|¢(r) = 0}

ein Ideal von R:
Kern(p) < R.

Ubung 6.2.1. Das von M erzeugte Ideal ist

<M> = {Zazmzbl | nENo,ai,bi GR,mZ— GM}

i=1

Benutze diese Beschreibung um zu zeigen, dass die Ideale von R = Z™*" genau die Teil-
mengen aR sind mit a € Z.

Bei Ringen konnen wir Restklassenringe nach Idealen bilden. Der neue Punkt ist die Wohl-
definiertheit der vertreterweisen Multiplikation.

Satz 6.2.8. Sei R ein Ring und I < R ein Ideal von R. Dann ist R/I := {r + I|r € R} ein
Ring mit den vertreterweisen Verkniipfungen

+:R/IxR/I—-R/I : (r+I,s+1)— (r+s)+1,
-tR/IXR/I—-R/I : (r+1,s+1)—rs+1,
und v = vi : R — R/I : r — r + [ ist ein Ringepimorphismus mit I als Kern. R/I heifit

Restklassenring von R nach I und v der natiirliche Epimorphismus. (Insbesondere ist jedes
Ideal Kern eines Ringepimorphismus.) Ist R kommutativ, so auch R/1.

Beweis. Da I < R ein R-Teilmodul von R ist, ist R/I wieder ein R-Modul und wir brauchen
uns nur um die Wohldefiniertheit der Multiplikation zu kiimmern. Seien also r + 1 = '+ I
und s+ 1 = s'+ I fiir gewisse r, ', s, s’ € R. Dann existieren a,b € I mitr' =r+a,s’ = s+b,
und wir bekommen

r's —rs = (r+a)(s+b)—rs
= rs+rb+as+ab—rs
rb+as+abel
d.h. (r+I)(s+ I) ist wohldefiniert. Die Assoziativ- und Distributivgesetze tibertragen sich

von R. Dass v ein Epimorphismus ist, ist gerade die Definition der Operationen im Rest-
klassenring. O
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Vorl. 2
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Folgerung 6.2.9. (Homomorphiesatz fiir Ringe) Seien R, S Ringe und ¢ : R — S ein Ringho-
momorphismus. Dann ist I := Kern(y) ein Ideal von R, Bild(y) ein Teilring von S und

p: R/I — Bild(p),r + I — ¢(r)
ein wohldefinierter Ringisomorphismus.
Bemerkung 6.2.10. Sei M ein R-Modul. Dann ist der Annihilator von M
Anng(M) :={re R|rm =0furallem € M}
ein Ideal von R, der Kern des Ringhomomorphismus
R — Endz(M),r — (m — rm).
Weiter ist M ein R/ Anng(M)-Modul.

Bemerkung 6.2.11. Seien R und S Ringe, M ein R-Modul und N ein S-Modul. Dann ist
M @ N ein R x S-Modul durch

(r,s)-(m,n):= (rm,sn) furaller € R,s € S;m € M,n € N.

Sei umgekehrt L ein R x S-Modul. Dann sind
M = (R x {0})L = (1,0)L,
N := ({0} x S)L =(0,1)L
Teilmoduln von L, so dass L = M & N. Es ist Anngy.s(M) 2 {0} x S und somit M ein

R x S/({0} x S) =2 R-Modul und ebenso (R x {0})N = {0} und N ist ein S-Modul.
Die R x S-Moduln sind also genau die direkten Summen von R-Moduln und S-Moduln.

Definition 6.2.12. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine R-Algebra A ist ein Ring?
mit Eins, der gleichzeitig R-Modul ist, so dass die Multiplikation R-bilinear ist, d.h.

(ra)b = a(rb) = r(ab) fir aller € R,a,b € A.
Ein R-Algebrenhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus, der gleichzeitig R-Modul-
homomorphismus ist.

Ubung 6.2.2. Sei A eine R-Algebra. Dann ist R — A : r + r1, ein Ringhomomorphis-
mus, sogar ein R-Algebrenhomomorphismus.

Beispiel 6.2.13.
(1) Clz] ist eine C-Algebra. Sei
“:C—->C:a+bir—a—b a,b e R,
die komplexe Konjugation. Dann ist
Clx] — Clx] : Zakxk > Za_kxk
k=0 k=0

ein Ringhomomorphismus, jedoch kein C-Algebrenhomomorphismus. (Man kann
ihn jedoch als R-Algebrenhomomorphismus auffassen.)

(2) Ist A eine R-Algebra und / < A ein Ideal, so ist A/I eine R-Algebra und v; ein R-
Algebrenepimorphismus.

(3) Jeder Ring ist eine Z-Algebra.

2

in unserem Kontext meistens kommutativ
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6.2.c Euklidische Ringe

Definition 6.2.14. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

(1) R heifit Integrititsbereich oder auch nullteilerfrei, falls 1 # 0 in R gilt und fiir alle
a,b€ R,ab=0 = a=0o0derb=0.

(2) Rheifst Hauptidealbereich, falls R ein Integritdtsbereich ist und jedes Ideal von R ein
Hauptideal ist (siehe Beispiel 6.2.7.(6)).

(3) R heifdt Euklidischer Bereich oder Euklidischer Ring, falls eine Abbildung
v:R— Zzo
mit folgenden Eigenschaften existiert:

(a) v(r) = 0 genau dann, wenn r = 0;
(b) v(rire) = v(r)v(rs);
(c) fira € Rund b € R\ {0} existiert ein ¢ € Rund einr € R, so dass a = ¢gb+ r mit
v(r) < v(b).
Beispiel 6.2.15.

(1) Jeder Teilring eines Korpers ist ein Integritdtsbereich.

(2) Offenbar ist jeder Korper sowohl ein Hauptidealbereich als auch ein EUKLIDischer
Ring (mit v(a) = 1 fiir alle a € K*).

(3) Z ist EUKLIDischer Bereich mit dem gewohnlichen Absolutbetrag;:

a a>0
v(a) :=|a| = a 0<0

(4) Sei K ein Korper. Dann ist K[x] ein EUKLIDischer Bereich mit einer multiplikativen
Variante des Grades:

0 a=0
I/(CL) = 2Grad(a) a ?é 0.

(5) Zlz] == {p(z) € Qlz] | p(x) = D1, a;a" fiir n € N, a; € Z} ist ein Integritdtsbereich, da
er ein Teilring des Korpers Q(z) = {p(z)/q(z) | p(z), ¢(x) € Q[z], ¢(z) # 0} ist. Jedoch
ist Z|x] kein Hauptidealbereich, da z.B. (2, z) kein Hauptideal ist.

Ubung 6.2.3. Zeigen Sie der Ring Z[i] := Z[z]/(z* + 1) ist EUKLIDischer Bereich mit
v(a + bi) ;= a® + b* fiir a,b € Z.

Satz 6.2.16. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gibt es einen Korper K, so dass R C K Teilring
von K ist und
K ={ab|a € R,b € R\ {0}}.

Dieser Korper ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heifit Quotientenkorper von R.
Bezeichnung: K = Quot(R).
Man beachte: In K sind alle Elemente # 0 von R zu Einheiten geworden, weshalb es Sinn

macht ab™!, b~ 'a, oder a/b fiir b # 0 zu schreiben.

Beweis.
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Existenz: Definiere K = {(a,b) | a,b € R,b # 0} und eine Aquivalenzrelation ~ auf
K: (a,b) ~ (¢,d) genau dann, wenn ad = cb. (Zur Veranschaulichung kann man die
Tupel (a,b) als ungekiirzte Briiche § betrachten.) Die Menge der Aquivalenzklassen
K/ ~ =: K bildet einen Ring. Definiere nun ¢ := Aquivalenzlasse von (a, b).
Addition und Multiplikation werden folgendermafien definiert:

a ¢ ad+bc
b d T b
2.0 = E fallshd £ 0.
Zeige, dass die Addition wohldefiniert ist: Da b, d, bd # 0 sind, sind die Ausdriicke
auf beiden Seiten wohldefiniert. Zum Beweis der Vertreterunabhéngigkeit sei § = Z,’
und £ = <. Also ist ab’ = ba’ und cd’ = dc’. Behauptung: Es ist 24t — Idl:’df)/ S Dies

gilt aber genau dann, wenn bd(a'd’ + b'c’) = (ad + be)b'd’. Nach Ausmultiphz1eren er-
halte: ba’dd’ 4 bb'c’d = ab'dd’ + bb'cd’ dies gilt, da ja nach Voraussetzung ba’ = ab’ und
cd" = dc’. Genauso kann man zeigen, dass die Multiplikation auf K wohldefiniert ist.
Zeige nun, dass ([, +) eine abelsche Gruppe ist mit Nullelement 0 : =2,c#0
(2 = 2 firalle a,b € R mit a,b # 0). Wegen des D1str1but1vgesetzes in R Veremfacht
sich dle Sumrne bei gleichen Nennern, also ¢ + 2 = % Dannistalso 2+ 9 = &0 = 2,
Negative: —2 := =2. Die Kommutativitat von (K +) folgt aus der Kommutativtit von
R.
Zeige, dass (K \ {0},-) eine abelsche Gruppe bildet mit 1 := I # 2 = 0 (also
K\ {0} # 0). Das Assoziativgesetz gilt, da (R, -) fiir Z&hler und Nenner assoziativ
ist, ebenso das Kommutativgesetz. Das Einselement ist 1 := 1 = %, a # 0, das inverse
Element zu & # 0 ist (2)”" := £. Es bleibt noch zu zeigen, dass auch das Distributiv-
gesetz gilt! (Ubung)
Die Abbildung . : R — K : r — { ist ein Ringmonomorphismus, denn y ist Ring-
homomorphismus und aus r € Kerny folgt £ = Y. Es giltalso:r =r-1=0-1 = 0.
Also identifiziere r € R mit { € K. Beachte: Fiirr € Rund 0 # s € R gilt:

T T (s)-l 1
- = — . —_ =7r-s
S 1 1

Eindeutigkeit: Sei K’ ein weiterer Korper mit R C K'. Dann ist die Abbildung ¢ :

K — K': % — a - b~ ein wohldefinierter Homomorphismus: Sei dazu % = ‘bif Dann

gilt: ab/ = ba’ in R, also ab~! = o’V in K'. Aus der Homomorphie von ¢ folgt sofort:
¢ ist Monomorphismus, also K = Bilde. [

mit dieser Identifikation.

An dieser Stelle ist auf ein Problem hinzuweisen: Wir haben zwar eine Beschreibung
der Elemente des Quotientenkorpers, mit der man Gleichheit testen kann. Man hat aber
zundchst und im Allgemeinen keine Normalform fiir die Elemente, die natiirlich viel effek-
tiver wire.

Beispiel 6.2.17.

(1) Quot(Z) = Q. Hier lernt man eine Normalform in der Schule kennen.

(2) Sei K ein Korper. Dann heifit K (x) := Quot(K[z]) der Korper der rationalen Funk-
tionen in einer Variablen.

(3) Sei K ein Korper. Dann heifit K(xq,...,z,) = Quot(K|zy,...,z,]) der Korper der
rationalen Funktionen in n Variablen. Zum Beispiel ist
a} —ad a4 xwe + a3

2?2 — 23 1 + To
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Wir haben also Integritdtsbereiche als die Teilringe von Korpern charakterisiert. Wir
werden gleich sehen, dass in Hauptidealbereiche grofite gemeinsame Teiler stets existieren.

Definition 6.2.18. Sei R ein Integritdtsbereich und a,b € R.

(1) d € R teilt a genau dann, wenn ein ¢ € R existiert, mit a = ¢d, also genau dann wenn
a € (d). Bezeichnung: d|a.

(2) a€ R\ (R*U{0}) heifit prim, falls
a|(biby) impliziert a|b; oder a|b, fiir alle b, by € R.

(3) Eine Zahl d € R heifst grofiter gemeinsamer Teiler ggT(a, b) von a und b, wenn
d|a,bundc|a,b = c|d,

d.h. wenn d ein Teiler von a und ein Teiler von b ist und fiir jedes ¢ € R, welches a
und b teilt, auch gilt, dass c ein Teiler von d.

(4) Eine Zahl v € R heifst kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV(a, b) von a und b wenn
a,blvund a,b|w = v|w,

d.h. wenn v sowohl durch a als auch durch b teilbar ist und jedes w € R, welches
durch ¢ und b teilbar ist, auch durch v teilbar ist.

Bemerkung 6.2.19. Sei R ein Integritdtsbereich und @, b € R. Dann gilt
alb < be (a) < (b) C (a).

Satz 6.2.20. Sei R ein Hauptidealbereich und a,b € R. Dann existieren ggT(a,b) € R und
kgV(a,b) € R und sind eindeutig bis auf Multiplikation mit Einheiten.

Ende
Beweis. Wir betrachten das Erzeugnis (a) + (b) = (a,b) < R. Da R ein Hauptidealbereich ist, v, 3

ist dieses Ideal ein Hauptideal, also gibt es ein d € R mit (a) + (b) = (d). Dann gilt a € (d),
also d teilt @ und ebenso d teilt b. Ist umgekehrt ¢ € R ein Teiler von a und von b, so heifst
dies, dass a € (c) und b € (c), also

(d) = {a) + (b) C ()

und somit ¢ | d.
Fiir das kleinste gemeinsame Vielfache gilt (kgV(a, b)) = (a) N (b). Der Beweis hierfiir und
fir die Eindeutigkeit bis auf Einheiten ist eine Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 6.2.21. Sei R ein EUKLIDischer Bereich. Dann ist R ein Hauptidealbereich.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass R nullteilerfrei ist. Seien a,b € R mit ab = 0. Dann
ist 0 = v(ab) = v(a)v(b) also v(a) = 0 oder v(b) = 0, da Z als Teilring des Korpers Q
nullteilerfrei ist. Somit folgt @ = 0 oder b = 0.

Nun zeigen wir, dass jedes Ideal von R ein Hauptideal ist. Sei (0) # I < R. Wihle ein
a € I\ {0} mit v(a) minimal. (Dies ist moglich, da Z-, wohlgeortnet ist.)

Behauptung: I = (a). Ist namlich b € I, dann folgt: b = aq + r mit v(r) < v(a) flir ¢,r € R
und r € I. Daraus folgt aber r = 0, d.h. b = aq € (a). O

Man kann sagen, dass die EUKLIDischen Ringe besonders konstruktive Versionen der Haupt-
idealbereiche sind. Man hat ndmlich den EUKLIDischen Algorithmus, um den ggT und da-
mit auch Erzeuger von endlich erzeugten Idealen konstruktiv auszurechnen.

Ubung 6.2.4. Man formuliere den EUKLIDischen Algorithmus (inklusive der Darstel-
lung des grofiten gemeinsamen Teilers) fiir EUKLIDische Bereiche und zeige, wie man ihn
zur Beschreibung von endlich erzeugten Idealen als Hauptideale benutzen kann.
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6.2.d Der chinesische Restsatz

Wenn nicht anders angekiindigt, bedeutet Ring ein kommutativer Ring mit Eins.

Satz 6.2.22. (Chinesischer Restsatz) Sei R ein Ring und I, ..., I,, paarweise teilerfremde
Ideale von R, d.h. I; < Rund I, + I; = R fiir i,j = 1,...,nmit i # j. Dann gilt:

R/()Li = R/LixR/Lyx...x R/,
=1

7”—|—m[l — (T+Il,T+[2,...,T+[n)
=1

ist ein Isomorphismus.

Bei Anwendungen will man hdufig den zu dem obigen Isomorphismus inversen Isomor-
phismus ausrechnen. Man nennt den Satz auch den Hauptsatz iiber das Losen von simul-
tanen Kongruenzen. Dies ist wie folgt zu verstehen: Fiir I < R schreibt man fiir Elemente
r,s € Rstattr + 1 = s + I auch schon mal r = s (mod I). Der obige Satz sagt also: Fiir
beliebige 71, ...,r, € R gibtesein z € R mit

r=r; (mod I;) furallei=1,...n

und die Losungen sind eindeutig (mod (._, ;).

Beweis. Der Fall n = 2 ist klar: Der offensichtliche Homomorphismus
R — R/]l X R/IQ T (T+]1,T+IQ>

hat Kern I; N/, und ist wegen I, + I, = R surjektiv (leichte Ubung: Zeige, dass insbesondere
(1,0) und (0, 1) im Bild sind). Die Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz.
Der allgemeine Beweis erfolgt nun durch Induktion, die wir als Ubung lassen. Der wesent-
liche Schritt steckt schon im Fall n = 3:
Behauptung: [ + (/3N I3) = R. Zum Beweis beachte: Es existieren 1, €] € I1,e; € I5,e3 € I3
mit

l=e +ey=c¢|+e3 alsol =1-1=e1e] +ere3+eae] +  ege3

s =~

-~

=:e11€1 =:eg3€laNI3

Damitistklar: R=R-1-R = R€11R + R€23R - ]1 + (]2 N 13)
Wir wenden nun den Fall n = 2 nun zweimal an:

R/(Il ﬂ]g ﬂ]3) = R/Il X R/(IQ mlg) = R/Il X R/]Q X R/Ig
mit den entsprechenden Isomorphismen. O

ﬂbung 6.2.5. Sei ¢ die Quersumme und a die alternierende Quersumme von natiirli-
chen Zahlen. Dann gilt fiir jedes n € N:

e n=gq(n) (mod 9);
e n=a(n) (mod 11).

Beispiel 6.2.23. Durch Kombination der Neunerprobe mittels Quersumme (mod 9),
der Zehnerprobe mittels letzter Stelle (mod 10) und der Elferprobe vermoge der alternie-
renden Quersumme (mod 11) kann man Rechnungen mit ganzen Zahlen, die nur Multi-
plikationen und Additionen involvieren (mod 990) tiberpriifen.
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Sei s := 124, t := 351. Wir wollen (s + t)t = 166275 verifizieren. Modulo 10 ist diese Rech-
nung richtig (letzte Ziffer stimmt).
Modulo 9: ¢(s) =7, q(t) = 0 also ¢q((s + t)t) = 0.
Modulo 11: a(s) = 3, a(t) = —1, also a((s + t)t) = —2.
Es ist aber a(166275) =5 —-7+2—6+ 6 — 1 = —1 also ist an der Rechnung etwas falsch.
Die richtige Antwort ist (s + ¢)t = 166725 mit a(166725) =5 —-24+7—-6+6—1=9 = -2
(mod 11).

Der Chinesische Restsatz 6.2.22 kann fiir Euklidische Ringe wie folgt formuliert und
auch bewiesen werden:

Satz 6.2.24. (Chinesischer Restsatz fiir Euklidische Ringe) Sei R ein Euklidischer Ring
und ay, ..., a, paarweise teilerfremde Elemente von R, d.h. ggT(a;,a;) = 1fiiri,j =1,...,n
mit i # j. Dann gilt:

A = (ITs)

i=1 =1

@:R/<Hai> = R/{ay) x R/{az) x ... x R/{ay)

r 4+ <Hai> = (r4{a),r 4+ {ag), ..., 7+ (an))

i=1

ist ein Isomorphismus dessen Umkehrabbildung mit dem Euklidischen Algorithmus berechnet wer-
den kann.

Beweis. Da ggT(a;,a;) = 1 fur alle ¢ # j gilt, ist kgV(a1,...,a,) = [[}, @; und somit
N (a;) = ([ [, @:). Es gentigt also den Algorithmus anzugeben. Ein allgemeines Element

7

von R/(a1) x R/{as) x ...x R/(a,) ist von der Form X := (ry + (a1), ..., + {a,)). Gesucht
isteinr € Rmitr+(a;) =r;+(a;) furallei =1,...,n,also p(r+A) = X mit A := ([, a;).
Dazu setze B; := [[,; a;. Da ggT(a;, a;) = 1 fir alle i # j gilt, folgt auch ggT(a;, B;) = 1, es
gibt also z;,y; € R mit

Setze e; := y; B;. Dann ist
e; + (@) =1+ (a;) und e; + (a;) = 0+ (a;) fur alle j # i

also p(e; + A) = (0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der i-ten Stelle. Da ¢ ein R-Ringhomomor-
phismus ist, ergibt sich

0 H(X) :Zriei—l—A. O
i=1

Beispiel 6.2.25. Wir wollen das simultane Kongruenzensystem

1 (mod 3)
2 (mod 4)
3 (mod 5)

16sen. Wir haben den Isomorphismus

p: Z/{60) = Z/(3) x Z/(4) x Z/{5)
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und haben das Problem geltst, wenn wir

e1 +(60) = ¢ '((1,0,0)),
ex +(60) = »'((0,1,0)),
es +(60) = ¢7((0,0,1))

(6

kennen, denn die Losungsmenge ist dann e; + 2e; + 3¢5 + (60). Mit Hilfe des EUKLIDischen

Algorithmus fiir 3 und 4 - 5 etc. bekommen wir dann e; etc. :

1=7-3+(-1)-20, also e = —20,

1=4-44(—1)-15, also ey = —15,

1=5-5+(-2)-12, also e3=—24.
Also x € —122 + (60) = —2 + (60).

Beispiel 6.2.26 (Lagrangeinterpolation). Sei K ein Korper und p(z) € KJ[z|. Wie wir
schon wissen gilt fiir a € K

p(a) = 0 genau dann, wenn p(z) € (x —a) < K|[z],
(was man auch durch Entwickeln nach Potenzen von = — a sehen kann). Dies liefert auch

p(z) = pla) (mod (z —a)).

Sind nun a4, ..., a, € K paarweise verschiedene Elemente, so sind die Ideale (z — a;) paar-
weise teilerfremd und der Chinesische Restsatz liefert

i=1

Klz]/ <H($ - ai)> = X Kzl /(x — a;) -

S
Die Restklassen der Elemente ¢;(z) := [[,;(z — a;) € K[z] liefern auf der rechten Seite
Tupel, deren Komponenten alle Null sind, aufler der i-ten, welche gleich €;(a;) =[] i #(ai —

a;) ist. Hieraus ergibt sich sofort die LAGRANGEsche Interpolationsformel: Eine Abbildung
f+ K — K wird interpoliert an den Stiitzstellen a; durch das Polynom (vom Grad < n):

;ﬂal)gx‘(a')'

(3

Wenn man im Falle K = R auch noch Ableitungen an den Stellen a; vorgeben will, muss
man mit ((z —a;)*) < K|x] arbeiten statt mit (z —a;) und kommt zur Hermiteinterpolation.

Die ringdirekten Summen enthalten etwas suspekte Elemente, die sich aber oben schon als
sehr niitzlich erwiesen haben.

Definition 6.2.27. Sei R ein Ring (kmE) und a € R mit a # 0. Man nennt a einen Null-
teiler, wenn ein b € R existiert mit b # 0 und ab = 0. Weiter heifst a nilpotent, falls ein
n € Ny existiert mit o = 0.

Klar, nilpotente Elemente sind Nullteiler, aber oben haben wir schon Nullteiler gesehen,
die nicht nilpotent sind.

Beispiel 6.2.28.

(1) Seien m, k € Z beide grofer als 1. Dann ist m + (m”) € Z/(m") nilpotent.
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(2) (Wurzel ziehen). Aus dem Chinesischen Restsatz bekommen wir

X T Rlp]/{a? —2) = R X R :
=R[z]/(x—v2)  >R[z]/(z+V2)

FTimo+(12—2) — (V2,-V2) = (m(T), m(@)).

Wir wollen auf der rechten Seite rechnen, konnen aber nur auf der linken Seite Null-
teiler erkennen. Unser Ziel ist eine numerische Approximation von V2 zu bestimmen.
Klar: Die einzigen Nullteiler der Form @ + 7 mit a € R sind V2 + Zund —v/2 + 7. Die
Idee ist nun so: Sei b € Q>; so gewdhlt, dass a := Z — b auf der rechten Seite einem
(a1, az) entspricht mit |a;| < 1 und |as| > 1. (Betragstriche markieren Absolutbetrige.)

Esist a? = 2 — 207 + b%. Dann ist |a2| < |a,| < 1, und m (a2/(—2b)) = ™, (z - 62—;2) hat

einen noch kleineren Absolutbetrag, so dass (b* +2)/(2b) eine noch bessere Ndherung
an v/2 ist als b. Durch fortgesetztes Quadrieren verdoppelt sich immer die Anzahl der
signifikanten Dezimalstellen, wir haben quadratische Konvergenz. Fangt man also
mit b = 1 an, so erhilt man die folgende Folge die gegen v/2 konvergiert:

S 1T 416666667, 27 — 1.414215686, SO0

1.2
72712 408 470832

= 1.414213562, ...

Ubung 6.2.6. Vergleiche obige Methode des Wurzelziehens mit dem NEWTONverfah-
ren aus der Numerik.

6.2.e Der chinesische Restsatz und die Hauptraumzerlegung.

Die Hauptraumzerlegung aus Bemerkung 5.5.6 im LA I Skript erinnert stark an den chi-
nesischen Restsatz. Sei dazu K ein Korper, V ein e.e. K-Vektorraum und o € End(V) mit
Minimalpolynom

o =Dyt D
wobei die p; paarweise verschiedene normierte irreduzible Polynome in K|z] sind und

n; € N. Unter den obigen Voraussetzungen ldsst sich V eindeutig schreiben als direkte
Summe a-invarianter Teilrdume U;:

so dass das Minimalpolynom der Einschrankung von « auf U/; genau p;" ist. Setzt man
Gi = [1;4p;’ soistUs = Bild(gi(a)).
Bemerkung 6.2.29.

(1) Das Minimalpolynom von «a war definiert als normierter Erzeuger des Kerns des Ein-
setzungshomomorphismus

£q @ K[z] = End(V),p — p(«)

Kern(e,) = (o), Bild(e,) = KJa]. Also ist nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe
Kla]/{ua) = Kla].

(2) Setzt man R := K|[z|/ (i), so wird V ein R-Modul durch

(P + (1a))V = ca(p)(V) = p(a)(V).
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(3) Die Struktur von R bekommen wir aus dem Chinesischen Restsatz:
R=Klz]/(p{* - pi") = K] /(p) x Kla]/(p3*) x ... x K[2]/(p*)

und Urbilder e; der Idempotente w; = (0,...,0,1,0,...,0) (mit 1 an der i-ten Stelle)
konnen mit dem Algorithmus in 6.2.24 ermittelt werden, indem wir fiir alle i mit dem
Euklidischen Algorithmus 1 = z;p}" + v;¢; schreiben, und e; = ¢,(y;q;) € K|a] setzen.
Aus einer Ubung wissen wir, dass das Bild von ¢; gleich dem von ¢;(«) ist.

(4) AlsoistV ein Modul fiir dem Produktring K[z]/(p]*) x K[z]/(p5?) x ... x K[z]/{pp*)
und die Hauptraumzerlegung V = @ | U; ist nichts anderes als die Zerlegung von
V gemdll Bemerkung 6.2.11, wobei U, in nattirlicher Weise ein K [z]/(p;*)-Modul ist.

6.3 Elementare Teilbarkeitstheorie fiir Ringe

Definition 6.3.1. Sei R Ring (kmE) und a,b € R.

(1) a teilt b (in R) oder b ist ein Vielfaches von a, in Zeichen « | b, falls ein r € R existiert
mit ar = b.

(2) aist assoziiert zu b (in R), in Zeichen a ~ b, fallsa | bund b | a.

Klar: Die Vielfachen von a bilden gerade das Hauptideal (a). Teilen ist eine transitive Rela-
tion auf R und ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R. Auch klar fiir a,b € R: Fallsein e € R*
existiert mit a = eb, dann gilt a ~ b. Wenn wir versuchen die Umkehrung zu beweisen,
stofien wir auf eine kleine Schwierigkeit. Diese verschwindet, wenn wir verlangen, dass R
ein Integritatsbereich ist.

Bemerkung 6.3.2. In einem Integritdtsbereich sind die Assoziertenklassen der Elemente
gegeben durch R*a mit a € R. Assoziiertheit ist also genau die Aquivalenzrelation die
durch die Operation der Einheitengruppe auf R (durch Multiplikation) definiert ist:

=Y R

Beweis. Es ist klar, dass jedes Element der Form ua mit u € R* zu a = u™~'ua assoziiert ist.
Seinun b € Rmitb | aund a | b. Dann gibtes r, s € R mit a = br und b = as.
Ista=0,s0istb=as =0 € R*a = {0}.

Sei also a # 0. Wir wollen zeigen, dass r und s Einheiten sind, sogar r = s~talsors = 1:
Denn esista = br = asralso a(1—sr) = 0. Daa # 0 und R nullteilerfrei, folgtjetzt 1 —sr = 0
also sr = 1. O

Bemerkung 6.3.3. Ist R ein Integritdtsbereich, so ist der Polynomring R[z1, ..., z,] auch
ein Integritatsbereich. Zum Beweis definieren wir den Grad eines Polynoms

p=p(T1,...,2,) = Zahminx? xRy, ... 1)

als
Gradp := max{i; + -+ +i,|a;. ., #0}furp#0 und Grad0:= —oc0.

Fir p,q € Rz, ..., x,] gilt offenbar
Grad pq = Grad(p) + Grad(q),

woraus man leicht sieht, dass man keine Nullteiler hat.
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Unsere nidchste Frage lautet: Welche Restklassenringe sind Integritdtsbereiche?
Definition 6.3.4. Sei R ein Ring (kmE).

(1) EinIdeal I < R heifst Primideal, falls / # R fiir alle r, s € R gilt:
r,s & I impliziert rs ¢ I.
(2) EinIdeal I heifst maximales Ideal, falls I # R und fiir jedes Ideal J von R, welches [
enthalt gilt J = [ oder J = R.
Bemerkung 6.3.5. Sei R Ring (kmE) und I < R.
(1) R/I ist genau dann Integritdtsbereich, wenn / Primideal ist.
(2) R/I ist genau dann ein Korper, wenn / ein maximales Ideal ist.
Beweis.

(1) R/I ist Integritdtsbereich, genau dann wenn fiir alle r,s € Rmit (r + [)(s+ 1) = 0
gilt, dass entweder r + I = 0 ist oder s + I = 0, also entweder r € I oder s € I. Da
(r+1)(s+1) =rs+ 1 ist dies gleichbedeutend mit (rs € I = r € I oder s € I), also
damit, dass I ein Primideal ist.

(2) R/I ist ein Korper, genau dann wenn jedes r + I € R/I \ {0 + I} ein multiplikatives
Inverses hat. Sei also » € R\ I. Dann ist (r,I) = (r) + I ein Ideal von R, welches I
echt enthalt. Ist / ein maximales Ideal, so ist (r) + I/ = Rund es gibt a € R, i € I mit
ar+i=1.Dannist (a+I)(r+1) = 1+ I und (a + I) ein multiplikatives Inverses von
r + I. Die Umkehrung geht genauso. O

Beispiel 6.3.6.

(1) Sei R Integritatsbereich. Das Hauptideal (x) < R|[z] ist ein Primideal, da R[z|/(z) = R
Integritdtsbereich.

(2) Sei R ein Ring (kmE) und / < R maximal, dann ist I prim.

(3) Seiein R Ring (kmE). Genau dann ist {0} Primideal, wenn R Integritatsbereich ist.

Nun kommen wir zur Teilbarkeitstheorie in Integritdtsbereichen. Es wird in dem Sinne
ganz elementar, als dass wir wieder mehr von Elementen als von Idealen sprechen. Zuerst
eine Erniichterung: Die Begriffe “prim” und “irreduzibel” fiir Elemente in einem Integri-
tatsbereich fallen im Allgemeinen auseinander:

Definition 6.3.7. Sei R ein Integritdtsbereich.

(1) Ein Element a € R\ (R* U {0}) heifit irreduzibel oder unzerlegbar, falls jede Faktori-
sierung von a in R trivial ist, das heifst, falls gilt:

a = ayas fiir a; € R impliziert a; € R* oder a; € R*.
Sonst reduzibel oder zerlegbar.
(2) Ein Elementa € R\ (R* U {0}) heifst prim, falls

a|(b1b2) impliziert a|b; oder a|b, fiir alle b; € R.
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Beispiel 6.3.8.
(1) In R = Z ist 2 prim und irreduzibel.

(2) Sei K ein Integritdtsbereich und R = K|z]. Dann ist z irreduzibel (da vom Grad 1)
und prim: Falls namlich z|(a(x)b(z)) und = 1 a(x), so folgt a(0) # 0, also b(0) = 0 und

Bemerkung 6.3.9. Sei R ein Integrititsbereich und a € R.
(1) Ist a prim, so ist a auch irreduzibel.
(2) aist prim genau dann, wenn (a) < R ein Primideal # 0 ist.
Beweis.

(1) Sei a prim und reduzibel, d.h. a = aya, mit ¢, € R\ R*. Dann gilt: a|a;a; und a t a;
(sonst wére a; € R*) und a t as (sonst wdre a; € R*). Dies ist aber ein Widerspruch zu
der Voraussetzung, dass a prim ist.

(2) Seia € R prim. Dann ist (a) # 0. Weiter gilt fiir r, s € R:
rs€a) & alrs<alrodera|s< re(a)oders e (a).
Die Umkehrung folgt ebenso. O

Ubung 6.3.1. Es gibt irreduzible Elemente, die nicht prim sind:
Sei R = Z[v/=5] = {a + by/=5 | a,b € Z}. Es gilt: 3- 2 = (1 + /=5)(1 — \/=5). Zeige: Die
Elemente 2, 3, (1 + v/=5), (1 — v/—5) sind allesamt in R irreduzibel, aber nicht prim.
Hinweis: Betrachte die multiplikative Norm v(a + by/=5) := a® + 5b%.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass DEDEKIND, der sicher als einer der Urvéter der mo-
dernen Algebra einzuschétzen ist, wegen der schlechten Eigenschaften des Teilbarkeitsbe-
griffes fiir Elemente, den Idealbegriff erfunden hat, um in bestimmten Situationen der Zah-
lentheorie doch noch zu einer befriedigenden Teilbarkeitstheorie, diesmal aber fiir Ideale
(sprich ideale Zahlen) zu kommen. Im obigen Beispiel kann man ndmlich alle vier Zahlen
als Ideale noch weiter zerlegen:

(3) (3,1+V=5)(3,1 —V-5)
2) = (2,14 vV=5)(2,1 —+/=5)
(1+vV=5) = (3,1+vV=5)(2,14++/=5)
(1-V=5) = (3,1-vV=-5)(2,1-v-5)

Satz 6.3.10. Ist R Hauptidealbereich, so ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis. Seia € R\ (R* U {0}) irreduzibel. Wir wissen, dass a genau dann prim ist, wenn
(a) ein Primideal # 0 ist. Wir konnen sogar zeigen, dass (a) ein maximales Ideal ist, denn
sei (a) C I < R # I. Da R Hauptidealbereich ist, folgt I = (d) fiireind € R\ (R* U {0}).
Somit a € (d), also a = dd’ fir ein d’ € R. Das bedeutet d' € R*, denn a ist irreduzibel und
d ¢ R*.Da a ~ dist, haben wir I = (a). O

Ubung 6.3.2. Sei R Hauptidealbereich und a,b € R\ {0}. Zeige (a) + (b) = {(a,b) =
(ggT(a,b)) und (a) N (b) = (kgV(a, b)) und schlieBlich (a)(b) = (ab).

Aus Bemerkung 6.3.9.(2) und dem letzten Beweis folgern wir:
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Folgerung 6.3.11. Ist R ein Hauptidealbereich, so ist jedes Primideal, das ungleich dem 0-Ideal
ist, ein maximales Ideal.

Beispiel 6.3.12.

(1) Z[z] ist kein Hauptidealbereich, denn das Primideal (z) ist kein maximales Ideal.
(2) Klz,y] (sogar fiir ein Korper K) ist ebenfalls kein Hauptidealbereich.

(3) Zist ein Hauptidealbereich. Die Primzahlen sind bis auf Multiplikation mit Einheiten
{£1} die irreduziblen Elemente von Z. Die [, := Z/(p) fiir Primzahlen p sind die
einzigen Restklassenkorper von Z.

(4) Fir jeden Korper K ist K|[x] ein Hauptidealbereich. Die irreduziblen Polynome in
K{z] sind gleich den Primelementen in K'[z] und gleich den irreduziblen Elementen in
K[z]. Die Restklassenkorper von K|z] sind alle von der Form K{z]/(p(x)), wo p(z) €
K|z] irreduzibel ist.

Satz 6.3.13. Sei R ein Hauptidealbereich, a € R\ (R*{0}). Dann gibt es im Wesentlichen
eindeutige Primelemente ay,...,a, € R mit a = a; - - - a,. Die Eindeutigkeit bedeutet: Falls a =
ai---a, =by---by, mita;,b; € Rirreduzibel, so folgt n = m und nach Umnummerierung a; ~ b,
firi=1,...,n.

Beweis. Wir kdnnen zunéchst genauso vorgehen wie fiir R = Z: Ist a irreduzibel, so ist a
schon prim und wir sind fertig. Ist a nicht irreduzibel, so kdnnen wir a = bc schreiben mit
b,c € R\ R* und dann mit b und ¢ weitermachen. Wieso hort dieser Prozess auf? Falls nicht,
so konstruiert man eine Folge von echten Teilern ... | b1 | b; | ... | by = b | a, so dass

(a) € (b1) € (b) ...

Sei I := |J,cn(bi). Da die Ideale (b;) eine Kette bilden, ist I ein Ideal von R. Nun ist R ein
Hauptidealbereich also gibt es ein d € Rmit I = (d). Dad € I = |J,oy(b;) existiert also ein
i € Nmit d € (b;). Aber dann ist (b;) = (b;) = I fiir alle j > i ein Widerspruch dazu, dass
b; 11 ein echter Teiler von b; ist.

Die Eindeutigkeit zeigt man genauso wie fiir Z: Sei @ = a,---a, = by --- b, mit a;,b; € R
irreduzibel. Dann ist a; prim, a; | a = by - - - by, also gibt es ein ¢ mit a; | b;. Da b; irreduzibel
ist, gilt also a; ~ b;, usw. mit Induktion iiber die Anzahl m von Faktoren. O

6.4 Moduln iiber Hauptidealbereichen.

6.4.a Der Struktursatz

Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealbereichen haben eine sehr schone Struktur. Um
algorithmisch einen solchen Modul auf Normalform zu bringen benétigt man lediglich
die algorithmische Berechenbarkeit der Bézout Identitit. Die ,algorithmisch zuganglichen”
HIB sind also die Euklidischen Ringe.

Definition 6.4.1. Sei R ein Integritdtsbereich und M ein R-Modul. Ein m € M heifst
Torsionselement, falls das Annihilatorideal®

Anng(m) :={r € R|rm =0}

von (0) verschieden ist. Der Torsionsteilmodul, also der Teilmodul aller Torsionselemente
von M, wird mit 7'(M) bezeichnet. Der Modul M heifit torsionsfrei, falls 7'(M/) = {0} und
ein Torsionsmodul, falls T'(M) = M ist.

3Es gilt: Anng(M) = Npmenr Anng(m).

Ende
Vorl. 6
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Man konkretisiert sich die Begriffe mit Hilfe der folgenden Beispiele, wobei man R = Z
und R = K[z] betrachtet.

Beispiel 6.4.2. Sei R ein Hauptidealbereich mit K := Quot(R) # R.

(1) K istein nicht endlich erzeugter, torsionsfreier R-Modul. (Beweis spéter.)
(2) K/R istein nicht endlich erzeugter R-Torsionsmodul. (Zu kompliziert fiir uns.)

)
(3) Jeder freie R-Modul ist torsionsfrei, insbesondere zp R = R selbst.
(4) Ist M beliebiger R-Modul, so ist M /T (M) torsionsfrei (Ubung).
)

(5) Jeder zyklische Modul (sprich, von einem Element erzeugt), ist entweder isomorph
zu gR = R oder zu rR/Ra fur ein a € R\ {0}. Im letzteren Fall haben wir einen
Torsionsmodul.

Obwohl zR/Ra und R/(a) als abelsche Gruppen und auch als R-Moduln* identisch
sind, wollen wir doch im Kontext von Moduln lieber die erste und im Kontext von
Restklassenringen die zweite Notation benutzen. Und da

Anng(rR/Ra) = Nyepr/ra Anng(2) = (a)

konnen wir den R-Modul zR/Ra auch als R/(a)-Modul auffassen. Als letzter ist er
sogar frei.

(6) Endliche direkte Summen der Moduln aus (5) sind typische endlich erzeugte R-Moduln.
Nur scheinbar allgemeiner sind die folgenden:

(7) Faktormoduln von R™*! (freier Modul auf n Erzeugern) nach Teilmoduln.

Unser Ziel wird sein, zu zeigen, dass die Moduln aus (7) nicht allgemeiner sind als die
Moduln aus (6). Wir machen zwei kleine Schritte in diese Richtung:

Lemma 6.4.3. Sei R Integrititsbereich und (e, = (1,0,...,0)" e, ..., e,) die Standardbasis
von R"™!, also freies Erzeugendensystem des freien R-Moduls Frr(n) = R™*'. Sei k < n und
di,...,dr € R\ {0}. Dann gilt

n k
Rnxl/<d161, . 7dk€k>R = (@ R61> / (@ Rdzez>
=1 =1
k n
@ Rez/Rdzez D @ Re;
=1

i=k+1

12

k
~ (P rR/Rd; ® R"H<.
=1

Falls in dieser Situation noch zusitzlich d; teilt d;y fiir i« = 1,...,k — 1 gilt, so nennt man
(€1,...,e,) und (dyey, ..., dre;) kompatible Basen, genauer ein Paar kompatibler Basen. (Den
Begriff Basis benutzen wir als Synonym fiir freies Erzeugendensystem.)

Beweis. Ubung.
Hinweis: Bestimme den offensichtlichen Epimorphismus

k
R @RR/Rdz D R(n—k)xl

=1

‘wenn man die R-Modulstruktur auf R/{a) wie erwartet definiert!
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und wende den Homomorphiesatz fiir Moduln an. Beachte:
k
RF @ Rdie; : (a1,...,ap)" = (aydy, ..., apdy,0,...,0)"
i=1
ist ein R-Modulisomorphismus. O

Bislang wissen wir nicht einmal, dass Teilmoduln freier endlich erzeugter Moduln tiber
Hauptidealbereichen frei sind, geschweige denn, ob kompatible Basen existieren. Hier ein
erstes Indiz.

Lemma 6.4.4. Sei R ein Hauptidealbereich und M = R™*! ein freier R-Modul von Rang n.
Dann ist jeder R-Teilmodul von M endlich erzeugter freier R-Modul auf k < n freien Erzeugern.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion tiber n. Fiir n = 1 ist die Sache klar, da
Teilmoduln von r R Ideale von R sind, also Hauptideale. Sei nun 7' <z M und (ey, ..., €e,)
die Standard-R-Basis von M. Zu der Zerlegung

M:R€1@<€2,...,€n>R

gehort die Projektion 7 : M — Re;. Dann ist 7(7') < Re;. Im Falle n(T") = {0} greift die
Induktionsvoraussetzung sofort, da dann 7" = Kern mp < (ea, ..., e,). Sonstist 7(T") = Rde;
fureind € R\ {0}. Beachte, 7(7) ist frei auf de,. Wahle t € T mit n(t) = de;. Dann definiert

t:Rdey — T :de;—t
einen R-Modulmonomorphismus und es gilt (Ubung)
T = Rt ® Kernmr.
Wegen Kernmr < (e, ..., e,)r konnen wir die Induktionsvoraussetzung benutzen und

bekommen unsere Behauptung. O]

Wir wollen jetzt die Existenz kompatibler Basen beweisen, indem wir sowohl beim Teilm-
odul R¥*! 2 T als auch bei R 2 M Basistransformationen vornehmen.

Bemerkung 6.4.5. Sei R ein Ring (kmE).

(1) Die Beschreibung von Homomorphismen von freien R-Moduln in freie R-Moduln
(alle endlich erzeugt) geschieht wie bei Vektorraumen durch Matrizen beziiglich Ba-
sen. (Alle relevanten Formeln aus der linearen Algebra bleiben giiltig.)

(2) Automorphismen von freien R-Moduln (vom Rang n) und Basistransformationen
werden beschrieben durch Matrizen aus

(R™")* = GL,(R) = {g € B™" | det(g) € R*}.

Sei nun R ein Hauptidealbereich.

(3) Fira,b € R\ {0} mit ggT(a,b) = d gibtes s,t € R mit sa + tb = d. Es gilt

U(a,b) = < _S > S GLQ(R) und U(a,b) ( Z ) = ( g > .

Qule o+

b
d
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Vorl. 7
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Satz 6.4.6. Sei R Hauptidealbereich und C € R**™. Dann existieren Matrizen A € GLi(R)
und B € GL,(R), so dass

D ACH — ( Diag(dld...,dl) 8)

mit d; € R\ {0},l <min(k,n) undd; | d;+ fiiri =1,...,1 — 1. Die Matrix AC' B nennt man die
Smith-Form von C.

Beweis. Setze C := C. Wir fiihren reversible Zeilenoperationen durch, und erhalten C5 :=
ACy,Cy = AsCy, ..., C, = A,_1C,_1, so dass die erste Spalte von C, gleich (d,0,...,0)".
Dabei sind die A; Permutationsmatrizen oder von der Form Diag(U o), [x—2), wenn die
obersten zwei Eintrdge a,b der jeweils ersten Spalte von C; von Null verschieden sind.
Beachte, d ist der grosste gemeinsame Teiler der Eintrdge der ersten Spalte von C.

Danach fithren wir reversible Spaltenoperationen durch und erhalten C,.; := C, By, ...,,
Cris := Crp5-1B;, so dass die erste Zeile von C,, gleich (', 0, ..., 0) ist. Dabei sind die B;
Permutationsmatrizen oder von der Form Diag(U, (tgvb), I,,_»), wenn die ersten zwei Eintrdge
a,b der jeweils ersten Zeile von C; von Null verschieden sind. Klar: d’ | d. Aber leider ist
jetzt die erste Spalte nicht mehr notwendig ausgerdumt, so dass man den ersten Schritt
wiederholen muss. Da aber R keine echten unendlichen Teilerketten zuldsst, hat man nach
endlich vielen Wiederholungen die Matrix C; := Diag(d;, C’) € R**™.

Rekursives Anwenden der Methode auf C’ liefert nach endlich vielen Schritten schliesslich
Matrizen A’ € GL,(R), B’ € GL(R), so dass

' OB — ( Dlag(dld...,dl) 8)

mit d; € R\ {0}. Sollte fiir ein i noch die Bedingung d; | d; 1, verletzt sein, sind noch weitere
Umformungen durchzufiihren. Es gentigt, diese fiir 2 x 2-Matrizen zu demonstrieren:

L 1NN o (di dip
<O 1 )Dlag(dl,dzﬂ) = ( 0 di+1)

also eine Matrix, die man mit den anfanglichen Methoden wieder auf die Form
Diag(ggT(di, di-i—l)a kgv(di, di-l—l))
transformieren kann. Nach endlich vielen Schritten hat man die geforderte Gestalt. O

Ubung 6.4.1. Gib ein effektives Verfahren fiir Matrizen iiber EUKLIDischen Bereichen
an, welches versucht, immer das Matrixelement einer festen Spalte bzw. einer festen Zeile
mit dem grofiten v-Wert abzubauen, bis die Spalte oder Zeile ausgerdaumt ist.

6 2
Beispiel 6.4.7. Sei R := Z und A := . € 7>
-1 1 2 5
Mit U1 = € GLQ(Z) fOlgt UlA = .
—4 3 0 13

3 =5 1 0
~-1 2 —13 26

1 0
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Beispiel 6.4.8. Simultane Kongruenzen

r1+x2 = 0 (mod?Z)
r1—x9 = 1/4 (mod Z)

sind fiir x1,z5 € R zu losen. Wir schreiben dies als erweiterte Matrix (A|b) und fiihren
Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix (die wir uns nicht merken miissen und) und
Spaltenumformungen auf den linken Teil der erweiterten Matrix, die wir uns aber merken
miissen: Ar = b <= UAW (W~ 'z) = Ub.

——

Y

_ 1 1
ooy ey o)

Aus der letzten Matrix lesen wir die Zwischenlosung

o 21 .
y—(1/8+1/222> mit 21, 20 € Z

ab und erhalten als endgiiltige Losung durch Multiplikation mit W:

. < 1/8+z1+1/2z2)

_1/8—1/2 mit 21,20 € Z

Lineare Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten erweisen sich auch als
Kongruenzsysteme tiber R[z] oder C[z]. Solange die rechte Seite Null ist, sind keine Pro-
bleme der Analysis involviert. Im inhomogenen Fall braucht man aus der Analysis die
Methode der Variation der Konstanten. Wir beschréanken uns auf den homogenen Fall.

Beispiel 6.4.9. Seien 1, x5, x3 unendlich oft differenzierbare Funktionen auf R oder Ele-
mente von R[[t]]. Gesucht sind die Losungen des Differentialgleichungssystems

/ / i _

1 /
T+ x5 +T3 = by

mit b; = b, = 0. In Matrizen, wobei D dann die Ableitung induzieren soll:

T 2
) D —-D D
Cl zo :()ml’cC::(1 D2 D)’
T3
Zeilenumformungen:
D —D D? | o 1 D? D by
1 D?> D |by 0 D*+D 0| —by+ Dby
Spaltenumformungen mit
1 —=D?> —-D
1 0 0
W=10 1 0 liefert ( 3 )
0 0 1 0 D°+D 0
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als Matrix der linken Seite. Wegen D? + D = D(D? + 1) 15st sich dieses System sehr leicht:

Y1 0
yo | = | a+bsin(t) + ccos(t)
Y3 f(@)

mit a,b,c € R und f eine unendlich oft differenzierbare Funktion R — R. Durch Heran-
multiplizieren von W erhalten wir die Losungen des urspriinglichen Systems:

T bsin(t) + ccos(t) — f'(t)
Ty | = a + bsin(t) + ccos(t)
3 f(#)

Hauptsatz 6.4.10. Sei R ein Hauptidealbereich.

(1) Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so gibt es s,t € Zsound dy,...,d; € R\ (R* U {0})
mit d; | d;+4 fiir alle i, so dass

t
M =y R & ) rR/Rd; .
=1

———
~T(M)

(2) Gilt
t t
R & (P rR/Rd; = B & P rR/Rd;
i=1 i=1
mits, t, Sl, t e ZZO und dl, R ,dt, dll? R ,dé/ S R\(R*U{O}) mit dl | dH_lfl'/iT'Z. = 1, R ,t—l
und d; | d; . firi=1,...,t' —1,s0gilt s = s',t =t und d; ~ d; fiiri = 1,...,t. Man
nennt s den Rang (genauer torsionsfreien Rang) von M und d; den i-ten Elementarteiler
von M.

Beweis.

(1) Folgt sofort aus den vorangegangenen Lemmata und Satz 6.4.6:
M ist nach Bemerkung 6.2.3, Lemma 6.4.4 und Beispiel 6.4.2.(7) gegeben als Faktor-
modul RF*! /N, wobei der Teilmodul N < R**! durch die Spalten einer £ x n Matrix
C gegeben ist. Invertierbare Spaltenumformungen von C sind Uberginge zu anderen
Erzeugendensystemen vom Teilmodul N. Invertierbare Zeilenumformungen von C
sind Ubergénge zu anderen Basen (=freien Erzeugendensystemen) von R**!. Sei D
die zu C' gehorige Smith-Normalform. Dann gilt:

t
M= RF/(C_y,...,C_,) = R (D_y,...,D_,) = @D rR/Rd; @R
=1

~T(M)

(2) Bezeichne die linke Seite mit M/ und die rechte mit N. Aus M = N folgt
R¥> = M/T(M) = N/T(N) = R**!,

Sei p € R ein Primelement und F' := R/(p) der zugehorige Restklassenkorper. Dann
gilt: / ,
g = dimF( Rsxl/pRsxl ) — dimF(Rs xl/pRs ><1) =4

=~(R/Rp)s*1=(R/(p))s*1=Fsx1
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Weiter folgt 7'(AM) = T'(N), also auch
(di) = Anng(T(M)) = Anng(T(N)) = (dy) d.h. d, ~ d,.

Um die d; zu rekonstruieren, brauchen wir nur die p-Potenzen zu testen, welche in
den d; aufgehen, wobei p die Primteiler von d; durchlduft. Man betrachtet hierzu die
Zahlenfolge

dimp p"T(M)/p™ T (M) = dimp p"T(N)/p" ' T(N)

firi =0,1,...k(p), wo p*® die hochste p-Potenz ist, die in d; aufgeht. Es ist klar, wie
man (durch Ubergang zur sogenannten konjugierten Partition®) die p-Potenzanteile
der d; und der d; rekonstruieren kann und so d; ~ d; und t = ¢’ beweist. Beachte: t = ¢/

Y

ist die minimale Erzeugendenzahl von 7'(M) = T(N) und gleich dem Maximum
der Dimensionen der T'(M)/pT (M) = T(N)/pT(N) als R/(p)-Vektorraume, wo p die
Primteiler von d; durchlduft. O

End
Folgerung 6.4.11. Sei R ein Hauptidealbereich und M = T(M) ein endlich erzeugter R- VgrleS

Torsionsmodul mit Ann(M) = (d). Ist d ~ [],p;" die Faktorisierung in Potenzen von Prim-
elementen. Dann ist M ebenfalls ein Modul iiber dem Restklassenring R/ Ann(M) = R/(d) =
R/(11;pi"), der sich sich nach dem chinesischen Restsatz wie folgt zerlegt:

R/{d) = X B/(pi").
Und entsprechend zerlegt sich M nach Bemerkung 6.2.11 als
M= (R/(p) M = P M/pjiM

und M /p;" M ist R/(p;")-Modul.
Ist p € R prim, so sind die endlich erzeugten R/(p™)-Moduln durch endliche monoton steigende
Folgen a natiirlicher Zahlen < n charakterisiert: a liefert den Modul

B R/ Ry

)

Beispiel 6.4.12. Sei M = Z/3Z & Z/6Z & Z./24Z = T(M). Dann ist Ann(M) = (24)
und M ist ein Modul tiber dem Restklassenring Z/ Ann(M) = Z/(24) = Z/(3) x Z/(8).
Entsprechend zerlegt sich M als

(Z)(3))M & (Z/(8))M = M/3M & M/3M
= (Z)(3Z +3Z) ® Z)(6Z + 3Z) ® 7./ (247 + 3Z))
@ (Z/(3Z + 8Z) ® 7./ (6Z + 8Z) & 7./ (247 + 8Z))
— (Z/32.& L/37.& L/3T)
® (Z/27 & 7./87).

Folgerung 6.4.13. Sei R ein Hauptidealbereich und und M ein e.e. torsionsfreier R-Modul.
Dann ist M frei.

Achtung: Dies ist falsch fiir nicht e.e. torsionsfreie R-Moduln. Ist z.B. R = Z, so ist Q ein
torsionsfreier Z-Modul. Jedoch ist Q nicht frei, denn fiir je zwei Elemente a/b, c/d € Q gilt
(bc)a/b — (ad)c/d = 0.

Folgerung 6.4.14. Sei R ein Hauptidealbereich mit K := Quot(R) # R. Dann ist K ist ein
nicht endlich erzeugter, torsionsfreier R-Modul. (Ubung)

5Siehe Definition 7.2.12.
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6.4.b Der Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen

Wir wenden unsere Erkenntnisse jetzt speziell fiir den Ring R = Z an. Die Z-Moduln sind
genau die abelschen Gruppen, endlich erzeugte Z-Moduln also endlich erzeugte abelsche
Gruppen und wir erhalten den folgenden Struktursatz.

Folgerung 6.4.15. (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen) Sei G = (g1, ..., gn)
eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es r,t € Z>o, f1,..., fr,h1,...,hy € G und
di,...,ds € Zmit dy|dy|...|ds, sodass

G={(fi) x...x{(fr) x{(h1) X ... x{(h) 2L DL/QWZ & --- DL/dL.

Die Abelsche Gruppe G ist genau dann endlich, wenn ihr Rang als Z-Modul Null ist. In dem Fall
ist |G| =dy - - - dy und G ist ein Modul iiber Z/(d;) bzw. iiber Z/(d - - - d;).

Folgerung 6.4.16.
(1) Sei G eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung |G| = pi* - - - ps. Dannist G ein Z/{[[;_, pi")-

(2

Modul. Dieser Ring ist nach dem chinesischen Restsatz isomorph zu X;_, Z./{(p}'). Dement-
sprechend liisst sich G eindeutig schreiben als

Y
=1

wo |P;| = p;" ist. (P; nennt man auch die p;-Sylowgruppe von G).

(2) Sei P eine abelsche Gruppe von Primzahlpotenzordnung |P| = p™ > 1 (p-Gruppe). Dann gibt
es eindeutigest € N,a; < ... <a, e Nmit ) .a; =nund P=Z/p"Z & --- & L/p™ZL.

Beispiel 6.4.17. Die abelschen Gruppen der Ordnung 24 = 2° - 3 sind:
(1) Z/24Z = Z/8Z & Z/3Z entsprechend der Partitionen (3=3, 1=1),
(2) Z/27Z & Z/AZ & Z/3Z entsprechend der Partitionen (3=2+1, 1=1),
(B) Z/2Z & Z)2Z & Z/2Z & Z/3Z entsprechend der Partitionen (3=1+1+1, 1=1).

Folgerung 6.4.18. Sei G eine endliche abelsche Gruppe, a € G. Das n € N mit (n) = Anny(a)
nennt man auch die Ordnung® von a. Es gilt ord(a) = |(a)| und ord(a) teilt’” |G|.
Existiert ein a € G, so dass (a) = G, so heifit G zyklische Gruppe. Von Ordnung m € Z ist
Cr, := (Z/mZ,+) bis auf Isomorphie die einzige zyklische Gruppe von Ordnung m.

Wir wollen unsere Ergebnisse jetzt auf Einheitengruppen von Restklassenringen von Z
anwenden, namlich

(Z/(m))* ={a+mZe{1,...,m—1} | ggT(a,m) = 1}.
Definition 6.4.19. Die Eulersche ¢-Funktion:
: N = N; o(m) :=[(Z/{m))"]
Bemerkung 6.4.20.

(1) (Kleiner Satz von Fermat) Ist p eine Primzahl und a € Z, dann ¢” = a (mod p), denn
plp) =p—1.

®n ist also die kleinste positive natiirliche Zahl mit na = 0 (falls G additiv geschrieben wird) bzw. a™ = 1
(falls G multiplikativ geschrieben wird.
’da (|G|) C Annz(G) C Anng(a) = (ord(a)).
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(2) Ist p eine Primzahl, so ist (Z/(p®))* = Z/{p®) \ p(Z/(p*)) also p(p*) = p* — p*~! =
Pt —1).

(3) Istm = szl p?j mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; und «; > 1, dann ist
Z)(m) = X, Z / {p;”) nach dem chinesischen Restsatz, also auch

(Z/{m))" = X(Z/ (5’ )"

J

(4) Bsist o(m) =TT_ ¢ (07) = [T,y (05 — 1).
Lemma 6.4.21. >,  ¢(d) =m.

Beweis. Seim = []_, p;’. Induktion iiber Y °_ a; =: n.
n = 1: Klar (beachte ¢(1) = 0).

Induktionsschritt:
doold= > ed+ > epid) =

dim d|(m/p1) d(m/p")

m/p1+pP(pr — Dm/p = m. O

Der folgende Satz verallgemeinert den kleinen Satz von Fermat.

Satz 6.4.22. Sei K ein endlicher Korper. Dann ist seine Einheitengruppe zyklisch.

Beweis. Betrachte (K™, ) als Z-Modul tiber z - a := a* fiir z € Z und a € K*. Wir zeigen: Fiir
jeden Teiler d von |K| — 1 hat K* genau ¢(d) Elemente der Ordnung d.

Denn: Sei ¢(d) := |[{a € K* | ord(a) = d}|. Dann gilt mit Folgerung 6.4.18 die Implikation:
df (K] -1) = ¥(d) = 0.

Ista € K* und ord(a) = d, so ist (a) die Menge der d verschiedenen Nullstellen von X¢ — 1.
Die Elemente der Ordnung d in (a) sind genau die a™ mit ggT(m, d) = 1, also ist ihre Anzahl
genau ¢(d). Also ist ¢(d) < 1(d). Deshalb ist nach dem vorigen Lemma

Kl-1= Y o)< Y w(d)=|K|=|K|-1.
d||K|—1 d||K|—1
Also ¢(d) = ¢(d). Insbesondere ist ¢ (| K| — 1) # 0 und K* = (a) fiir jedes Element a € K*
mit ord(a) = |K| — 1. O
Satz 6.4.23. Sei p eine Primzahl, o > 1.

(1) Ist p > 2, soist (Z)(p*))* = (Z/p* L, +) & (Z/(p — 1)Z, +).

(2) Ist a > 2,50 ist (Z/(2°))* = (Z)2Z,+) ® (Z/]2°7 %7, +).
Beweis.

(1) Zeige: Es reicht zu zeigen, dass die Gruppe zyklisch ist. Die Behauptung folgt dann

aus dem chinesischen Restsatz angewandt auf Z/{(p—1)p®~') mit der additiven Grup-

pe Z/(p — 1)p*~'7Z. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes zeigt man: Ist 3 > 1, b € Z,
p1b, dann ist

(1+p°b)P =1+ p*Tcfiireinc € Zmitptec. *

Ist a € Z mit (a + pZ) = (Z/{p))*, so ist nach Fermat a?~! = 1 + pb fiir ein b € Z. Gilt
ptb,soist (a+p*Z) = (Z/(p*))* wegen (*). Falls p | b, dann ersetze a durch a + p und
erhalte (a + p + p*Z) = (Z/(p*))* (kleine Rechnung als Ubung).

Ende
Vorl. 9
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(2) Ubung. 0

Damit haben wir die Struktur der Einheitengruppe von Z/(m) bestimmt, denn dieser
Ring ist nach dem chinesischen Restsatz isomorph zu

Z[(p7") X ... X L] (p5*),

falls m = pi"* - - - p2* eine Primfaktorzerlegung von m ist. Also ist seine Einheitengruppe das
direkte Produkt der Einheitengruppen

(Zf(m))" = (Z)(p7))" x - < (Z/{ps*))"

was wir bereits in der letzten Bemerkung gebraucht haben.



Kapitel 7

Normalformen fiir Matrizen.

7.1 Ahnlichkeit von Matrizen

Wir wollen {iiber das Klassifikationsproblem der Endomorphismen eines endlich dimen-
sionalen K-Vektorraumes sprechen oder, was dquivalent hierzu ist, iiber eine Normalform
der Matrizen des Endomorphismus, die durch eine gewisse Basiswahl erreicht wird.

Definition 7.1.1. Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber dem Korper K der Di-
mension n € N.

(1) Zwei Endomorphismen «, § € End(V) heifien dhnlich oder konjugiert unter GL(V),
falls ein v € GL(V) existiert mit « = v o0 S 0o~7!, d.h. o, 8 liegen in derselben Bahn
unter der Operation

GL(V) x End(V) — End(V) : (7,¢{) = yo oy .

(2) Zwei Matrizen A, B € K™*" heiflen dhnlich oder konjugiert unter GL,,(K), falls ein
g € GL,(K) existiert mit A = gBg~!, d.h. A, B liegen in derselben Bahn unter der
Operation

GL,(K) x K™ — K™ : (g,C) — gCg™*.

(3) Sei R ein Integritatsbereich. Zwei Matrizen A, B € R"*™ heifien dquivalent (iiber R),
wennes g € GL,(R), h € GL,,(R) gibt mit gAh = B.

Klar: Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.

Den Struktursatz 6.4.6 kann man auch so formulieren: Ist R ein Hauptidealbereich, so ist
jede Matrix dquivalent zu einer Diagonalmatrix (sogar mit den Teilbarkeitsbedingungen).
Ahnliche Matrizen sind dquivalent {iber K. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Z.B. ist jede
Matrix in GL,,(K) ist d&quivalent tiber K zur Einheitsmatrix, aber dies ist nicht richtig fiir
Ahnlichkeit.

Die Matrizen, die einen festen Endomorphismus beschreiben, bilden eine Ahnlichkeitsklas-
se, wenn man die Basis variieren ldsst. Umgekehrt sind zwei Endomorphismen genau dann
durch dieselbe Matrix beschreibbar, wenn sie konjugiert sind.

Bemerkung 7.1.2. 1, X, sind Invarianten (aus denen man z.B. Spur und Determinante
ablesen kann). Fiir jedes Polynom p(z) € K|x] ist

End(V) = Z>¢ : @ — Dim(Kern(p(«)))

eine Invariante.

29
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Wir wollen in diesem Abschnitt fiir einen gegebenen Endomorphismus o € End(V) eine
moglichst einfache Form fiir die Matrix Zo finden. Bislang haben wir nur Teilergebnisse
und Spezialfille erledigt, an die wir uns kurz erinnern wollen. Fiir den ganzen Abschnitt sei
V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Hier ist eine Zusammenfassung einiger relevanter
Ergebnisse aus dem ersten Semester.

Bemerkung 7.1.3. Ist u,(z) = Hle p;" die Zerlegung des Minimalpolynoms in nor-
mierte irreduzible und paarweise verschiedene Polynome p;, dann gilt:

(1) Das charakteristische Polynom ist gegeben durch x,(z) = [, p mit ¢; > m,.

(2) Man hat eine kanonische Zerlegung von V in die p;-Hauptrdaume V; := Kern(p;" («)),
die alle a-invariant sind:

Man hat V; = Kern(p}" (a)) = Bild(q;(c)) mit ¢; := [, p}".

(3) Die Projektionen der Zerlegung sind gegeben durch m; = (a,q;)(a) wobei a; € K|[z]
mit
l=a1q1 + ...+ aqe

gegeben sind.
(4) Fir die Dimension der Hauptraume gilt

Dim(Kern(p;" («))) = ¢; Grad(p;).

(5) Im Falle m; = 1 ist Kern(p;"(«)) ein K[x]/(p;)-Vektorraum der Dimension ¢;, und
aus einer K |x]/(p;)-Basis konstruiert man leicht eine K-Basis, die fiir die Einschran-
kung von « auf Kern(p;"(«)) die Matrix Diag(M,,, ..., M,,) liefert, wobei M, die Be-
gleitmatrix von p; ist. (Wichtiger Spezialfall: p;(z) =  — a fiir ein @ € K. Dann ist
M, = (a) und wir haben (m; = 1 vorausgesetzt) eine Basis aus Eigenvektoren fiir den
Hauptraum.)

Ubung 7.1.1. Sei y1, = p” fiir ein irreduzibles normiertes Polynom p € K|[z]. Zeige, dass
der Algorithmus zur Berechnung des Minimalpolynoms einen Vektor V' € V als Nebenpro-
dukt produziert, fiir dessen Minimalpolynom gilt: 11, = pa-

Mit diesen Vorbemerkungen wollen wir zundchst einen kurzen Blick auf den Zentralisator
eines Endomorphimus werfen.

Definition 7.1.4. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum der Dimension n und a €
End(V). Dann heif3t

Cinavy(a) == {f € End(V)|ao 8 = foa} < End(V)

der Zentralisator oder die Zentralisatoralgebra von « (in End(V)).
Fiur A € K™ ist die Zentralisatoralgebra von A definiert als Cgnxn(A) == {X € K™ |
AX = XA}

Bemerkung 7.1.5. Cgnqv)() ist der Kern der linearen Abbildung
End(V) - End(V):y— aoy—voa«

und somit ein Teilraum des K-Vektorraums End(V). Da Cguq(v)(«) auch abgeschlossen ist
unter Komposition von Abbildungen, ist Crq0) (@) eine Teilalgebra von End(V).
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Beispiel 7.1.6. Ist A = Diag(0,1) € K?*? so ist Cix2x2(A) = {Diag(a,b) | a,b € K} =
KA.
Fir A = ( 01

11
trix Diag(A, A) € F3** so ist ihr Zentralisator isomorph zu F3*? (Ubung).

) € F3*? ist Cyex2(A) = Fo[A] = Fy. Betrachtet man die Blockdiagonalma-

Satz 7.1.7. Sei a € End(V) etc. wie in Bemerkung 7.1.3. Setze V; = mi(V), a; == ayy, = V; —
V.

(1) Fiir B € Crnapvy(a) und 1 < i # j < L gilt m; 0 fom; = 0,d.h. 3 respektiert die Zerlegung
von V in seine Hauptriume, und somit gilt insbesondere

4
p= E m; o ffom;
et e —
=1
¢ €CRna(v;) ()

und
¢

Cinavy (@) = X Cinaoy) (as)

=1

(2) Seipo(z) = xa(z), also das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom seien gleich.

Dann ist
n—l)

(idy,a,a?,... «
mit n = Dim(V) eine K-Vektorraumbasis von Cgnqv)(c).
Beweis.

(1) Da 8 € Cgnav)(e) mit a vertauschbar ist, ist es auch mit jedem Polynom in « ver-
tauschbar, insbesondere mit den ;. Damit folgen die ersten Aussagen. Und mit id), =
>, m ist auch

Crnaw)(a) = @WiCEnd(V)(O‘)

und WiCEnd(V)(a) - CYEnd(Vi) (Oé,)

(2) Aus der Voriibung schlieflen wir, dass jeder Hauptraum V; einen Vektor enthailt, des-
sen Minimalpolynom gleich p™ ist. Wegen p,(z) = xa(z) liefert die Summe dieser
Vektoren uns einen Vektor V' € V mit mit Minimalpolynom i, v (%) = pia ().

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist

(Via(V),...,a" (V)
eine Basis von V. Sei nun 3 € Cgpq(v) () und
BV)=V"= Z a;' (V) fiir geeignete a; € K.
Dann ist S(a(V)) = a(8(V)) = a(V’) und allgemeiner S(a’ (V) = o/ (V’), also

Blad(V) = (3 )@ (V)

Also hat 38 denselben Effekt auf unsere Basis wie > a;a!, somitist § = a;a’. O

Ende
Vorl. 10

Ubung 7.1.2. Zeige: Im Falle i, = Yo ist Crnapy)(a) als K-Algebra isomorph zu K[z]/(u.).
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Ubung 7.1.3. Man formuliere den letzten Satz und die zugehorigen Ubungen in der
Sprache der Matrizen. (Sehr wichtig!)

Die Situation aus Satz 7.1.7.(2) hat einen Namen:

Definition 7.1.8. Sei a € End(V). Jeder Vektor V' € V mit (V), := K|[a](V) = V heif3it
ein zyklischer Vektor von V (beziiglich «). Falls ein solcher existiert, heifst } ein zyklischer
Vektorraum beziiglich o.

Bemerkung 7.1.9. V ist genau dann ein zyklischer Vektorraum beztiglich o € End(V)
wenn fi, = X, gilt.

Beweis. Die Riickrichtung ist Teil des Beweis von Satz 7.1.7.(2). Die Hinrichtung ist trivial,
denn fiir jeden zyklischen Vektor V' hat /i, den Grad dim(V). O

Beispiel 7.1.10.
e Sei A = Diag(0,1) € K22 Ist K2*! ein zyklischer Vektorraum beziiglich A?

e Sei B = Diag(1,1) = I, € K22 Ist K**! ein zyklischer Vektorraum beziiglich B?

7.2 Normalformen fiir Matrizen

7.2.a Die rationale kanonische Form

In diesem Abschnitt mdchten wir den Struktursatz fiir Moduln tiber Hauptidealbereichen
anwenden, um eine Normalform fiir Ahnlichkeitsklassen von Matrizen zu erhalten. Sei
dazu K ein Korper.

Satz 7.2.1.

(1) Jede Matrix A € K™ macht K™ zu einem K|x]-Modul durch p(x)V = p(A)V fiir alle
V e K™, p(x) € K[z|. Diesen K|x]-Modul bezeichnen wir mit M 4.

(2) Esist Anngpy)(Ma) = (pa) < Klz] das vom Minimalpolynom von A erzeugte Ideal.

(4) Fiir A, B € K™ gilt Ma = Mg genau dann, wenn es ein g € GL,,(K) gibt mit A = g~'Bg,
also genau dann wenn A und B dhnlich sind.

Beweis.
1. & 2. hatten wir schon frither bemerkt.

3. Der K[z]-Modul M4 wird durch Einschrankung zu einem K -Modul, also einem K-
Vektorraum. Insbesondere sind alle K[z]-Modulhomomorphismen auch K-lineare
Abbildungen und somit gegeben durch Multiplikation mit einer Matrix. Fiir X <
K" ist die K-lineare Abbildung X e End g, (M4) genau dann, wenn X(zV) =

X(V) fiir alle V e K™, also genau dann wenn XAV = AXV fir alle V € K",
d.h. XA = AX und somit X € Cgnxn(A).

4. Sei X : M 4 — Mp ein Isomorphismus. Dann ist insbesondere die lineare Abbildung
X bijektiv, also X € GL, (K). Weiter erfiillt X die Bedingung X (AV) = BX(V) fiir
alleV € K™ also XA = BX und somit A = X 'BX. O
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Ubung 7.2.1. Formulieren Sie obigen Satz und alle weiteren Ergebnisse dieses Abschnitts
in der Sprache der Endomorphismen.

Definition 7.2.2. Sei A € K"*". Die charakteristische Matrix X(A) ist definiert als
X(A) =zal, — A e Klz|V™.

Satz 7.2.3. Sei A € K™ ". Der Kern des K [x]-Modulepimorphismus
fa: K[z]” — My, fa(e:) = e
——
ist der Teilmodul S(X(A)) < K[z]|"™!, der frei auf den Spalten von X(A) ist (vom Rang n).

Beachte: e; hat in diesem Kontext zwei verschiedene Bedeutungen: Als Argument von
fa lebt e; in K[z]"*! und bezeichnet die i-te Einheitsspalte in diesem freien K[z]-Modul.
Als Wert von fy4 lebt e; in M4 und bezeichnet die i-te Einheitsspalte in K nxl

Beweis. Firp= (p1,...,p,)" € K[z]™! ist

:fA(szez sz fA 61 sz

Insbesondere haben wir fiir alle 1 < j < n:
fa(ze;) = Aej = A_;

und somit fa(ze; — A_;) = fa(ze; — > 0, Ajje;) = A_; — A_; = 0. Somit ist der von den
Spalten ze; — A_; der charakteristischen Matrix erzeugte Teilmodul von K [z]"*! enthalten
im Kern von f4.

Bezeichne N, := S(X(A)) diesen Spaltenraum. Da N, im Kern von f, liegt, ist die
Abbildung f, : K[z]"*'/N4s — M4 wohldefiniert und wie die Ausgangsabbildung f ist
auch f, K-linear und surjektiv. Die K-Dimension von M ist n.

Behauptung: (e; + Na, ..., e, + Ny) ist ein K-Erzeugendensystem von K |[z|"*! /N .

Dazu sei p = (p1,...,pn)" € Klz]™!. Wir zeigen durch Induktion iiber Grad(p) :=
max{Grad(p;) | 1 < < n}, dass es ein ¢ € K™ und ein C € N, gibt mit p = ¢ + C. Dies
ist klar, falls Grad(p) = 0, da dann schon p = ¢ € K"*!. Ansonsten dividiere alle p; mit
Grad(p;) = Grad(p) sukzessive mit Rest durch (x — A;;), also p; = ¢;(z — Ay;) +r; und ersetze
p durch p — ¢;X(A)_;. Da Grad(q;) = Grad(p;) — 1 ist, verringert sich der Grad von p nach

€Na
der sukzessiven Ersetzung um mindestens 1. Nun kénnen wir die Induktionsannahme an-
wenden.
Also ist die K-Dimension von K [z]"*! /N4 hochstens n und somit f, auch injektiv.
Dass N4 frei auf den Spalten von X(A) ist, folgt da det(X(A4)) = xa # 0. O

Ende

Folgerung 7.2.4. Als K|x]-Modul ist Vorl. 11

My 2= K[a]™) Ken f4 = K[a]"™1/S(X(4))
Nach dem Struktursatz 6.4.6 gibt es g, b € GL,,(K[z]) mit
gX(A)h = Diag(fi(2), ..., fu(z)),

so dass fi(x) € Klz| normiert, fi(z) | fo(x) | ... | fu(x). Ist d; := Grad(f;) und s = min{i € n |
d; > 0} so ist

X4 = det(X(A)) = H filz) = H filz

HA = fn(x)
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und

My S Kla)/{fi(2)) & ... @ Kla)/{ful))
Zrp) Kla]/{[s(2)) @ ... & Kla]/{fa(2)) = Mrkra)
mit
RKF(A) = Diag(M;,, ..., M;,)
= Diag(Mfs, cey an)
wobei My, die Begleitmatrix von f; bezeichnet (My, ist leer, falls d; = 0 ist). Die f;(x) sind nach Satz
6.4.10 durch A eindeutig bestimmt (als Elementarteiler von X(A)). Die zu A idhnliche Blockdiago-

nalmatrix RKF(A) heifit die rationale kanonische Form oder auch Frobenius-Normalform
von A € K™™.

Bemerkung 7.2.5. Sei RKF(A) := Diag(My,, ..., M;,). Dann ist M, die direkte Summe
von n — s+ 1 zyklischen K|[z]-Moduln Kz]/(f;). Jede andere solche Zerlegung von M4 hat
mindestens ebensoviele zyklische Summanden.

Bemerkung 7.2.6. Achtung: Im Gegensatz zur Hauptraumzerlegung ist die Zerlegung
in Bemerkung 7.2.5 nur bis auf Isomorphie eindeutig: Ist « = A und sind B, B’ Basen von
YV = K™ mit

BaP = Diag(My,,...,Ms,) = Ba?,
so ist der Endomorphismus 5 € End(V) definiert durch 5(B;) := B firalle1 <i < n =
Dim(V) eine Einheit im Zentralisator von a:

B € Crnaw)(@)" = Cenawy (@) N GL(V) =: Aut, (V).
Folgerung 7.2.7. Seien A, B € K™". Aquivalent sind:
(1) A und B sind dhnlich.
(2) X(A) und X(B) sind ihnlich.
(3) X(A) und X(B) sind dquivalent iiber K|x|.
(4) M4 und Mp sind isomorphe K [z|-Moduln.
(5) A und B haben dieselbe rationale kanonische Form.

Durch eine Kombination von Hauptraumzerlegung und rationaler kanonischer Form
erhdlt man die sogenannte primire rationale Form einer Matrix A, mit der man M, in
die maximal mogliche Anzahl nicht-trivialer zyklischer K[X]-Moduln zerlegt. Diese hat
den Vorteil, dass die Blockdiagonalmatrizen kleiner sind als bei der rationalen kanonischen
Form.

Bemerkung 7.2.8. Sei A € K"™" mit Minimalpolynom yu, = [[,_, p™, charakterisi-
tischem Polynom x, = [[i_, 75 und V; := Kern(p/"(A)) der p-Hauptraum. Dann ist
K™ = @!_, V, eine A-invariante Zerlegung. Beziiglich einer an diese Zerlegung angepas-
sten Basis hat A also eine Matrix Diag(Ay, ..., Ay) in Blockdiagonalgestalt. Ist RKF(4;) =
Diag (Mp;m, . ,Mpc_usi> die rationale kanonische Form von A; (also 0 < a;; < a;p < ... <

k3

Qis;y C; = Q41 + ...+ Aig;y Qjg; = mz) so ist A dhnlich zu
PRF(A) = Diag(RKF(4,), ..., RKF(A,)) = Diag <Mpa11, o Mpa/gse> .
1 {

PRF(A) heifit die primére rationale Form oder Weierstra Form von A.
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Ubung 7.2.2. Die a;;’s lassen sich aus der Primfaktorzerlegung der Elementarteiler von
X(A) bestimmen.

Beispiel 7.2.9. Sei K := Q und

-6 6 0 6
-4 6 -1 3
A= c @4><4
-6 12 -3 3
-6 12 -3 3
Dann ist
r+6 —6 0 —6
4 -6 1 -3 it
X(A) = € Qz]™
6 -12 z+3 -3
6 —12 3 x—-3
und gX(A)h = Diag(1,1, z, 23), wobei
1 0 0 0 0 0 0 6
B 0 1 0 0 N 1/4z +3
8= 1/242+1/4 —3/4 0 1/4 |V 7T | —1/2 1 -3 —1/42%+3/42 +3
1622 —2—4 2412 —4 «x ~1/6 0 1 3/4z + 3
Also erhédlt man
0000
RKF(A) = PRF(4) = Diag(M. M) = | o | 0 ¢
0010
Beispiel 7.2.10. Sei
0 1 1
A= 1 -1 0 | e Q3.
0 1 O

Dann findet man gX(A)h = Diag(1, 1,23 + 2> — z — 1) wobei

1 0 0 0o -1 r+1
g=|o0o 1 0].9= 0 o 1
r x2 1 -1 —x 224+2x—-1

Alsoist pg = xa = 2 + 2> — 2 —1 = (z + 1)*(x — 1), RKF(A) = M,, und PRF(A) =
. . 0 —1
Ding(My-1. Meesn) = Dine((1), (] 23 )

7.2.b Trennende Invarianten

Satz 7.2.11. Sei o € End(V) mit p, = p™ mit p € K|z irreduzibel. Setze v := p(«), d :=
Grad(p). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) V ist zyklisch beziiglich c.
(2) Dimg Kern(v) = d.
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(3) Rang(v) = Dimg (V) — d.
(4) Ha = Xa-

(6) Samtliche a-invarianten Teilridume von V sind gegeben durch
(V' (V) = ('(V)) = Bild(+")
fiiri=0,1,...m.

Beweis. Zundchst eine allgemeine Vorbemerkung, die nur die gemeinsame Voraussetzung
benutzt: Setze V; := Bild(v'). Nach Definition des Minimalpolynoms ist V,,_1 # {0} und
Vi = {0}. Da v = p(«) mit « kommutiert, sind die V;’s allesamt a-invariant, d.h. a(V;) C V.
Es ist

V:V0>V1>...>Vm,1>Vm:{O}, (*)

wobei die Faktoren V; /V; 1 = v(V;_1/V;) epimorphe Bilder voneinander sind. Insbesondere
ist

-~

=Dim(Kern(v))

Das Minimalpolynom des von « auf V;/V;.; induzierten Endomorphismus «; ist p,, = p.
Insbesondere ist nach Satz 5.5.7 (im LA I Skript) die Dimension Dim(V;/V;1) ein Vielfaches
von d.

(2) & (3) folgt aus dem Homomorphiesatz.

(1) & (4) ist Bemerkung 7.1.9.

(4) = (2) Ist o = Xa, s0ist dm = Grad(u,) = Grad(x.) = n und die echt absteigende Kette von

Teilraumen oben hat Lange n/d. Damit muss aber Dim(V;) — Dim(V,41) = d sein fiir
alle 7, also auch Dim(Kern(v)) = Dim(V) — Dim(Bild(v)) = Dim(Vy) — Dim(V;) = d.

(2) = (4) Ist Dim(Kern(rv)) = d, so folgt Dim(V;) = Dim(V;1) + d fiir alle i und daher m = n/d.

(1) = (5) Ist W <V ein a-invarianter Teilraum, so gibt es ein grofites ¢ mit YW < V;. Aber jedes

W € W\ V., erfiillt bereits (W), = V;, da auch V) ein zyklischer Modul fiir oy, und
Vi/Vit1 = K|z]|/(p) ein einfacher Modul ist, sprich, nur die trivialen Teilmoduln hat.

(5) = (1) Klar, da dann alle Vektoren in V' \ V; (und nur diese) demnach zyklisch sein miissen.

Ende
Vorl. 12

O
Definition 7.2.12.

(1) Eine Partition der natiirlichen Zahl ¢ € N ist ein k-Tupel a = (ay, ..., a;) € N fiir
eink € Nygmita; >a, > ... >a,unda; +as+ - +a, =c.

(2) Ista = (ai,...,ar) € N¥, eine Partition von ¢ € N5, so ist die konjugierte Partition
a’ von a definiert durch a} := |{j|a; > i}|.

Man visualisiert tiblicherweise die Partition durch Késtchen, die man linksbiindig in Zei-
len untereinander anordnet mit a; Késtchen in der i-ten Zeile. Dies nennt man das Young-
Diagramm der Partition. Die YOUNG-Diagramme von a und a’ sind transponiert zueinan-
der.
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Definition 7.2.13. Sei V ein K-Vektorraum und o € End(V) mit x, = p%, p € Klz]
irreduzibel. Dann gibt es eine K-Basis B von V mit

BaP = Diag(Mpor, ..., Mya)
entsprechend dem K [z]-Modulisomorphismus
V =k Klz]/(p") & - & Klz]/(p™)

fur eine eindeutig durch « definierte Partition (ay, . . .
durch « definierte Partition.

,ap) von c. Diese Partition heif3t die
Folgerung 7.2.14. Seien a und p wie in Definition 7.2.13, d := Grad(p) und a := (ay, . .., a1)
die durch « definierte Partition. Sei V; := Bild(p(«)*) fiir i = 0, ..., ax. Dann gilt
V=Vo>WV>...>V, 1>V, ={0}
und dim(V;/V;41) = ald, wobei o die zu a konjugierte Partition ist.
Beweis. Wende Satz 7.2.11 auf jeden zyklischen Summanden an. O

Beispiel 7.2.15. Sie p € K|x] normiert, irreduzibel von Grad d und A € K55 mit
pa = p*. Dann ist x4 = p® und man hat 2 Moglichkeiten fiir die Ahnlichkeitsklasse von A:

A ~ Diag(M,, M,, M,;s) oder A ~ Diag(M,2, M,3)
entsprechend den K'[r]-Modulisomorphismen
My = K[z]/(p) & K[z]/(p) ® K[z]/(p°) oder Ma = Klz]/(p*) & K[z]/{p°).

Im ersten Fall ist dim(Kern(p(A)) = 3d und im zweiten Fall gleich 2d. Man kann also ent-
scheiden, zu welcher Ahnlichkeitsklasse die Matrix A gehort, indem man nur den Rang
von v = p(A) berechnet.

Es stellt sich abschliefiend die Frage nach trennenden Invarianten fiir die Konjugations-
operation.

Satz 7.2.16. Zwei Endomorphismen o, 3 € End(V) sind genau dann unter GL(V) konjugiert,
wenn gilt

(1) die Minimalpolynome sind gleich: p,(x) = pg(x) und

(2) fiir jeden normierten irreduziblen Teiler p € K|x] des Minimalpolynoms sind die Partitionen
des p-Hauptraumes von (V, ) und von (V, [3) gleich.

In anderen Worten: Das Minimalpolynom zusammen mit den Partitionen bilden ein System tren-
nender Invarianten fiir die Ahnlichkeitsklassen.

Beispiel 7.2.17. Ahnlichkeitsklassen in C**3;

xa(z) pa(x) Partitionen Vertreter
(r —a)? r—a (1,1,1) Diag(a, a,a)
(x —a)? (2,1) Diag(a, M(;_q)2)
(.%' — (Z)3 (3) M(I,a):a
(x —a)*(x —b) (x —a)(z —b) (1,1),(1) Diag(a, a, b)
c=aP@=b) | (1) |Diag(Mg ,b)
G—aE—bE -0 | E-a@-hE -] (1),(1),1) | Digleb,c)
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Beispiel 7.2.18. Ahnlichkeitsklassen in C**4:

xa(z) pa(x) Partitionen Vertreter
(x —a)! r—a (1,1,1,1) Diag(a, a,a,a)
(x —a)? (2,1,1) Diag(a, a, M(;—q)2)
((L’ — a)Q (2’ 2) Diag(M(az—a)Qa M(:v—a)z)
(x —a)? (3,1) Diag(a, M(;_q)3)
(I - CL)4 (4) M(gc,a)zx
(x —a)’(x —b) (x —a)(z —b) (1,1,1), (1) Diag(a, a, a,b)
(x —a)*(z —b) (2,1),(1) Diag(a, M(;—q)2,a,b)
G=aP@—0) (). Diag(Mes e D)
(x —a)*(z — b)* (r —a)(x —b) (1,1),(1,1) Diag(a, a, b, b)
(x —a)*(z — b) (2),(1,1) Diag(M;_qy2,b,b)
(z — a)*(x — b)* (2),(2) Diag(M(z—a)2, M(z—1)2)
(x—a)*(x—b)(xr—c)| (z—a)(x—=0b)(x—rc) | (1,1),(1),(1) Diag(a, a, b, c)
(x—a)(z—b)(x—c) | (2),(1),(1) Diag(M(;—ay2, b, ¢)
Hw:a,b,c,d(x _ w) Hw:a,b,c,d(x B w) (1)7 (1)7 (1)7 (1) Diag(a> b, c, d)

Ubung 7.2.3. Gib ein Vertretersystem aller Konjugiertenklassen von Endomorphismen

von F3*! und von R**! an.

7.2.c Die JORDAN Normalform

Aus der priméren rationalen Form erhédlt man durch eine etwas andere Basiswahl leicht die
JORDAN Normalform. Dazu geniigt es, die zyklischen Moduln innerhalb eines Hauptraums
zu behandeln.

Satz 7.2.19. Sei o € End(V) mit pio = xo = p™ mit p € K|z| irreduzibel. Setze v := p(«),
d := Grad(p).
Jedes V€ V \ v(V) liefert eine Basis

B:=(V,a(V),... ,adil(Vl,\u(V), a(v(V)),... ozdil(l/(V)Z, . ,\mel(V), e (7 1 78))

~~ ~

von V, so dass die Matrix von « bzgl. B gegeben ist durch

M, 0 0 0 0
Ny M, 0 0 0
0 N; M 0 0
B B _ o P
o’ =Jn):=1 0 0 N, 0 0
0 0 0 ... N; M,
0 0 1
O ... ... 0
wobei Ny=| . . | € K™,
O ... ... 0
Beweis. Nachrechnen. O
Folgerung 7.2.20. Sei A € K™*" mit PRF(A) = Diag(M,m1, ..., Mpaesé). Dann ist A ihn-
4

lich zu
JNF<A> = Diag(Jan (p1>7 R Jazw (pf))'
JNF(A) heifit die Jordan-Normalform von A.
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Beispiel 7.2.21. Im Beispiel 7.2.9 ist RKF(A) = PRF(A) = JNF(A). Im Beispiel 7.2.10
erhdlt man

7.2.d Transformationsmatrizen

Bemerkung 7.2.22. (ohne Beweis) Sei S = gX(A)h = Diag(fi,..., f.) die SMITH-Form
von X(A) € K[z]"*", wobei die f; normiert seien. Seien f; = ... = f,_; = 1 und Grad(f;) =
d; > 1fiiralle: > s. Dann giltd, + ... +d, =n.Fir¢ > sund 1 < j < n sei

_ d;—1
8ij = Cijo T Cij1T + ...+ Cija 17" (mod f;).

Setze
Ci 5.0
(Z) J— . d1'><1
Pj = : e K
Cijdi—1
und
pY
P=1 : |eK™.
P

J
Dann ist die Matrix P = [P, ..., P,] € K™ invertierbar und es gilt PAP~' = RKF(A),
wobei RKF(A) die rationale kanonische Form von A ist.

1 0 0
Beispiel 7.2.23. Ist A wie in Beispiel 7.2.10,sokanng= | 0 1 0 | gew&hlt werden
|
und es ergibt sich geméf3 obiger Vorschrift
001
P=11200
010
und erhalt
00 1
PAP' =1 0 1 | =RKF(4)
01 -1

wie gewiinscht.

Die Berechnung der SMITH-Form von X(A) ist zu aufwendig. Eine Transformationsmatrix
P erhilt man einfacher durch direktes Rechnen mit Matrizen tiber K: Da 14 = x4 gilt, ist
Q%! ein zyklischer Modul. Beginnt man mit

1 0 1
e = 0 |, Ae; = ey = 1 |, A%y = Aey = —1 |, so erhilt man direkt eine Basis
0 0 1
N 10 1
B = (e1, €9, Aes) mit PAB = M, ,inMatrizen T := [ 0 1 -1 |erfullt T'AT = M,,.
0 0 1
Beispiel 7.2.24. Sei nun A wie in Beispiel 7.2.9, also gX(A)h = Diag(1, 1, z, 2*), wobei
1 0 0 0
B 0 10 0
8= 1 1/24z+1/4 —3/4 0 1/4

1/62> —2—4 z+12 —4 =z



Ende
Vorl. 13

40 KAPITEL 7. NORMALFORMEN FUR MATRIZEN.

Dann erhidlt man
1/4 —3/4 0 1/4
—4 12 —4 0
P=1_1 0 1
0

1/6 0 0
und berechnet PAP~! = Diag(M,, M,3).

Diese Methode ist aufwendig, da es i.a. nicht so leicht ist, die SMITH-Form der charakte-
ristischen Matrix zu bestimmen. Dazu werden Rechnungen im Polynomring bendétigt. Im
folgenden wollen wir uns iiberlegen, wie wir eine geeignete Basis finden, so dass Za® in

Normalform ist, wobei wir ab jetzt mit der JORDAN-Normalform arbeiten werden.
Beispiel 7.2.25. Seien K := Q und A wie in Beispiel 7.2.9, also

-6 6 0 6
-4 6 -1 3

A= e Q¥
-6 12 -3 3 Q
-6 12 -3 3

mit Minimalpolynom pi4(z) = x*. Der erste Standardbasisvektor F; hat 2% als Minimalpo-
lynom (4 g,

1 -6 —24

0 —4 —12
(E17AE17A2E1) == )

0 —6 —12

0 —6 —12

Esist (E1)a = (E\, Es, E5+ E,) (etwa mit Spalten-Gauf3 nachrechnen). Dieser Raum enthalt
also nicht Fs. Esist AE; = AE,— 1 A?E) also setzen wir I := 2(E,—1AE,—E3) = (5,2,1,3)"
damit AF = 0 wird. Dann ist (F, F, AE;, A%E;) eine Basis von Q**!, beziiglich der A die
Matrix Diag(M,, M,s) bekommt.

Unsere Aufgabe ist es, diese Normierung auf den Fall von mehr als zwei Summanden
zu tiibertragen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass p, = (z — a)™ gilt, also nur
ein Hauptraum vorliegt (die Zerlegung in Hauptraume haben wir also schon erledigt) und
(nur um das Verfahren klarer zu machen) dass der irreduzible Faktor Grad 1 hat.

Bemerkung 7.2.26. Algorithmus zur Bestimmung der Jordan-Normalform, der mit
Kernen arbeitet
Sei « € End(V) mit pi, = p™ = (z — a)™ und setze v := p(a) = a — aidy. Sei W; := Kern ().
Dann ist
Wo:{0}< W, <...<Wp1<W,, =V.
~~

=Eqa(a)

Vorbemerkungen: Fiir die Elemente V. € W; \ W;_; gilt v/(V) = 0, aber v/~(V) # 0.
Auflerdem ist v : Wj/Wj_l — Wj_1/Wj_2 injektiv, da V_l(Wj_2> < Wj_l ist.

(1) Ergédnze eine Basis von W,,_; durch Vi,...,V; zu einer Basis von W,, = V. Dann
bilden die Restklassen (Vi + W,,_1,..., Vi + W,,_1) eine Basis von W,,/W,, 1. Da
VWi /Win—1 = Win—1/Wi—s injektiv ist, sind auch (v(V1)+Wp,—a, ..., (Vi) + Win—2)
linear unabhingig und man erhélt induktiv, dass

B = (Vi,v(VD), ..., v (W), Vo, v(Va), ., ™ (Vo) o Vi v (Vi) ., ™ H (V)
eine Basis eines a-invarianten Teilraums ist mit maP" = Diag(J,,(a), ..., J.(a)).

-

k
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(2) Ergédnze eine Basis von
Win2 ® (v(V1),...,v(Vk)) < W1
durch Vektoren W7, ..., W, zu einer Basis von W,,_. Die Zahl ¢ kann 0 sein.
Bpo1:= (Wi, v(Wy), ... ,v™ (W), Wa, ..., v 2(Wh), ... W, ..., ™ 2(Wy))
ist dann eine Basis eines a-invarianten Teilraums mit

Bm:Bm—1 o Bm:Bm-1 — Diag(i]m(a), cosdm(a), Jmoa(a), ..., Jm_l(a)J).

k L

(3) Wiederhole (2) mit m — 1 anstelle von m, dann mit m — 2 etc..

Beispiel 7.2.27.
1200
1 2 0 2
A= € F*
1 2 21
2000
hat Minimalpolynom u4 = (z — 2)3. Es gilt
0101
020 2
(A—2I4)* =
020 2
0101

Der Rang ist 1, wir werden also den ersten JORDAN-Block aus dem zweiten Standardbasis-
vektor V' = E, bekommen. Der Eigenvektor (A — 21,)?V wird offenbar durch den dritten
Standardbasisvektor W = E; zur Basis von W, := Kern(A — 21,) =: E4(2) ergédnzt. Also ist
unsere neue Basis B = (V, (A — 21,)V, (A — 21,)?V, W) und die transformierte Matrix ist

20 0 0
120 —
0120 3
000 2

7.2.e Eine Anwendung: lineare Differentialgleichungssysteme.
In diesem Abschnitt wollen wir eine Anwendung der Jordan-Normalform sehen. Im We-
sentlichen geht es um die Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion.
Definition 7.2.28. Sei A € R™*". Sind u;(t) reelle Funktionen so setze
u(?) u(?)
u(t) = : und u'(t) := :
Un(t) U (1)

Dann heifst
u'(t) = Au(t) (%)

ein lineares Differentialgleichungssystem (mit konstanten Koeffizienten). Die Losungs-
menge von (x) ist

L(x) = {u(t) | u;(t) reelle, differenzierbare Funktionen und v'(t) = Au(t)}.
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Satz 7.2.29 (Aus der Analysis). Sei A € R"*". Dann ist die Exponentialreihe

exp(A) = Z

konvergent und die Abbildung R — R™ ", t — exp(tA) auf jedem beschrinkten Intervall gleich-
miflig stetig (bzgl. der Maximumsnorm || M || := max{|M;;| | 1 <1i,j < n}).

Bemerkung 7.2.30. Seien A, B € R™*".

| —

Ak

3

!

(1) Aus AB = BA folgt exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A) = exp(A + B).
(2) exp(0) = I,.

(3) exp(A) ist invertierbar mit exp(A)~! = exp(—A).

(4) 4 (cxp(tA)) = Aexp(tA) = exp(tA)A fiir alle ¢ € R.

Beweis. Wir zeigen (1): Sei AB = BA. Dann ist

00 00 k
1 1 k _
exp(A+B) =) A+ Bf =Y EZ <j)AJBk J
k=0 k=0 7=0
- — A b= = —A—B™
jZOijJ! (k= 3)! ]ZOmZOJ! m!
= exp(A) exp(B)

Behauptung (2) ist klar, (3) folgt direkt aus (1) & (2) und (4) ist durch gliedweises Differen-
zieren eine leichte Ubung. O

Satz 7.2.31 (Aus der Analysis). Sei A € R"*". Das lineare Differentialgleichungssystem
u'(t) = Au(t) hat die Losungsmenge L = {u : R — R™ | u(t) = exp(tA)c mit ¢ € R"}.
Die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems u'(t) = Au(t),u(ty) = ug € R™ ist
u(t) = exp((t — to)A)ug.

Diese Losungsmenge L ist ein Vektorraum der Dimension n. Ist (by,...,b,) eine Basis
von R”, so ist (exp(tA)by,...,exp(tA)b,) eine Basis von L. Die Jordan-Normalform von A
wird benutzt, um eine solche schone Basis von L zu finden. Wir formulieren dies nur fiir
zyklische Vektorraume mit p14 = x4 = (xz—\)" ist. Der allgemeine Fall folgt durch einfaches
Zusammensetzen.

Satz 7.2.32. Sei A € R™", x4 = pa = (x — \)". Sei by € R™ ein zyklischer Vektor, also
by == (A= AL)bi, ... by = (A — A,)" by € R"\ {0} und Ab, = Mb,. Dann ist (by,...,b,)
eine Basis von R™ und (exp(tA)by, .. .,exp(tA)b,,) eine Basis von L. Es gilt fiir 1 < ¢ < n und alle

k e N:
n—~¢ ' ]C
AFby = Z P ( .)bju
=0 J
und

n—~¢
"
exp(tA)b, = exp(At) ( ﬁbﬁg)

=0

fiirallet € R.
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Beweis. Wir zeigen
n—1
(K
Akbl == Z )\ki] ( ,)bj+1.
=0 J
Die Aussage fiir / > 1 ergibt sich dann analog. Dazu wenden wir Induktion tiber k an. Fiir

k = 0 liest sich die Behauptung als b; = by, da (}) = 0 fir j > k. Der Induktionsschluss ist
nicht schwerer:

n—1
Al = A (Z Ak]( ) a+1> ZA’C ]( ) bjt2 + Abj1)

JZO Def. von bj+2

n—1
, k k k
o (£ e o (= 2o ((5) () e
7=0

— Ak—l—l—j (k —|— 1) bj+1’
=0 J

3 .
)—'OMD—‘

wobei wir der Einfachheit halber b,,;; := 0 setzen. Mit dieser Formel gilt

—~ 1 e (K - el
exp(tA)oy =) 5> A bjse =) G i
k=0 j=0 k=0 j=0
) . n—~¢ n—~_0 -
tA) t’ t’
- (Z & ) ( ﬁbﬂz) — exp(\) (Z ;bﬁz) . 0
i=0 ’ j=0"" j=0 "
Beispiel 7.2.33. Gesucht ist die Losungsmenge des Differentialgleichungssystems
up = —up — uy — 3ug
uh = —ug — 2ul

Um daraus ein DGL-System erster Ordnung zu machen, setzen wir u), =: u3 und erhalten

uy = —u; — uy — 3ug
uh, = wug
uh = —ug — 2ug
also v/ = Au, wobei
-1 -1 -3
A= 0 0 1
0 -1 -2

gilt. Das Minimalpolynom von A ist (z + 1), also ist —1 der einzige Eigenwert von A und
A ist dhnlich zum Jordan-Block

-1 0 0
J = 1 -1 0
0 1 -1

Der Kern von (A + 1)? ist hier! gleich dem Bild von 4 + 1 und

Kern((A + 1)?) = Bild(A + 1) = ((1,0,0)", (0,1, —1)"")

!'Da es genau einen Jordan-Block gibt, allgemeiner, da alle Jordan-Blcke zum gegebenen Eigenwert gleich
grof3 sind.



44 KAPITEL 7. NORMALFORMEN FUR MATRIZEN.

und enthilt nicht den 2. Basisvektor. Wir bilden also

by = (0,1,0)", by = (A+1)by = (=1,1,—1)", by = (A + 1)by = (2,0,0)"

0 -1 2
B=11 120
0 -1 0

dass B~'AB = J gilt. Die Losungsmenge des DGL-Systems ergibt sich also als Erzeugnis
von

und erhalten mit

—t +t?
exp(tA)by = exp(—t) 1+t ,
—t

—1+2¢
exp(tA)by = exp(—t) 1 :
-1

e}

exp(tA)bs = exp(—t)



Kapitel 8

Gruppen und Operationen

8.1 Operationen von Gruppen auf Mengen.

8.1.a Wiederholung und erste Beispiele

Eine Gruppe G ist eine Menge G mit einer Verkniipfung - : G x G — G, die das Assoziativ-
gesetz erfiillt, ein Einselement enthilt und fiir jedes g € G ein inverses Element.

Die Ordnung der Gruppe G ist die Anzahl der Elemente der Menge G, also eine natiir-
liche Zahl, falls G endlich ist und oo falls G nicht endlich ist.

Die Gruppe heifst Abelsch, falls zusitzlich das Kommutativgesetz gilt, also gh = hg fiir
alleg,h € G.

Eine Gruppe G heifsit zyklisch, falls es ein ¢ € G gibt mit G = {¢* | z € Z} =: (g9).
Die Ordnung eines Elementes g € G ist die Ordnung der davon erzeugten zyklischen
Gruppe: ord(g) := [(g)|. Die zyklische Gruppe der Ordnung n bezeichnen wir auch mit
C, = (Z/nZ,+). Zyklische Gruppen sind Abelsch und nach dem Hauptsatz tiber endlich
erzeugte Abelsche Gruppen ist jede e.e. Abelsche Gruppe das direkte Produkt zyklischer
Gruppen.

Weitere Beispiele fiir Gruppen sind

e die symmetrische Gruppe
Sy =S, :={m:n — n |« bijektiv }
mit |S,,| = nl,
e die volle lineare Gruppe eines Vektorraums GL(V),

e die Gruppe GL,(R) der invertierbaren n x n-Matrizen tiber einem (kommutativen)
Ring R.

Definition 8.1.1 (Operation). Die Gruppe G operiert auf der Menge M (von links), falls
es eine Abbildung G x M — M, (g, m) — gm gibt mit

e Im = mfirallem € M;
e (gh)ym = g(hm) furallem € M, g,h € G.

Eine Menge M mit einer Operation von G nennt man auch G-Menge.

Bemerkung 8.1.2. Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Die Bahn von m € M
unter G ist definiert als die Teilmenge

Gm :={gm|ge G} C M.

45
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Die Menge aller Bahnen in M unter G bilden eine Partition'
M/G={Gm |m e M}
auf M.

Beweis. Erinnerung: Eine Partition P ist eine Teilmenge P C Pot(A/) der Potenzmenge von
M mit den Eigenschaften:

e V& P;
e Fiir X,Y € P giltentweder X =Y oder X NY = {);
o M =UyepX.
Diese Eigenschaften sind nun fiir M/G zu tiberpriifen:
o Gm #0,dam=1m € Gm.

e Seien Gm, Gn € G\M. Angenommen Gm N Gn # (). Dann gibt es x € Gm N Gn, also
x = gm = hn fiir geeignete g, h € G. Dann ist aber

m=g 'z =g (hn) = (g h)n € Gn

und daher Gm C Gn, denn jedes um € Gm ist von der Form um = (ug'h)n € Gn.
Aus Symmetriegriinden gilt dann auch Gn C Gm also sind die beiden Bahnen gleich.

Zwei Bahnen sind entweder gleich oder disjunkt.

o M = J,,c)s Gm, da die rechte Seite eine Teilmenge von M ist und umgekehrt jedes
m € M in seiner Bahn Gm liegt und daher auch in der Vereinigung auf der rechten
Seite. 0

Folgerung 8.1.3. G operiere auf M. Dann ist ~cC M x M definiert durch a ~¢ b genau dann,
wenn a und b in derselben Bahn liegen ( also genau dann wenn ein g € G existiert mit a = gb) eine
Aquivalenzrelation auf M.

Definition 8.1.4. Sei GG eine Gruppe.
(1) U C G heitfit Untergruppe von G, kurz U < G, falls

(@ U#0,
(b) g,h € U impliziert gh~* € U.

(2) G operiere auf der Menge M. Fiir m € M heifst
Stabg(m) = {g € Glgm = m}
der Stabilisator von m in G.
Bemerkung 8.1.5. G operiere auf M.
(1) Furm € M gilt Stabg(m) < G.
(2) Istm € M und g € G, so gilt Stabg(gm) = g Stabg(m)g".

Beweis.
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(1) Im = m alsoist 1 € Stabg(m) und somit Stabg(m) # (. Sind ¢, h € Stabg(m), so gilt
hm = m und somit auch h~'m = h~'(hm) = (h"*h)m = 1m = m und ebenso

(gh™")ym = g(h"'m) = gm = m also gh™" € Stabg(m).

(2) Esgilt h € Stabg(gm) genau dann, wenn h(gm) = gm, also g *hgm = m, d.h. g7*hg €
Stabg(m) oder dquivalent h € g Stabg(m)g". O

Ende

Vorl. 15 Bemerkung 8.1.6. Sei G eine beliebige Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann

operiert U auf G durch inverse Rechtsmultiplikation:
UxG— G, (ug)r gu’
Die Bahnen
gU = {gu™" |u e U} = {gu| u e U}

heiffen auch Linksnebenklassen von U in GG. Die Menge der Linksnebenklassen von G
nach U bezeichnen wir mit G/U. Die Anzahl der Linksnebenklassen von U in G heif3t der
Index [G : U] von U in G.

Folgerung 8.1.7. (Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe und U < G. Dann teilt die Ordnung
von U die Ordnung von G:
ulllal

Der Quotient % ist gleich dem Index von U in G.

Beweis. Die Abbildung U — gU,u — gu ist eine Bijektion. Also haben je zwei Linksneben-

klassen aus der Partition G/U von G genau |U| Elemente. Nunist G = g,U U goU ... U g,U
mit s = [G : U] und somit |G| = >"7_, |¢;U| = s|U|. O

Definition 8.1.8. Die Operation der Gruppe G auf dem K-Vektorraum V heifst linear,
falls fiir jedes g € G die Abbildung

GV oV VgV

linear ist.

Beispiel 8.1.9. Sei M := F3. Die symmetrische Gruppe G = S3 operiert auf M durch
(777 (al,GQ,as)) = (arlu),aw*1(2)>arl(3))-

Bahnen: {(0,0,0)}, {(1,1,1)}, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}. Stabili-
11213
315 } Stabg,(1,1,1) = S;.

Diese Operation ist linear, z.B. ist bzgl. der Standardbasis S

100
SES=100 1.
010

(1) Operiert G auf der Menge M, so erhdlt man einen Gruppenhomomorphismus

satoren: Stabg,((1,0,0)) = {id, =

Bemerkung 8.1.10.

G — Sy,g+— (g: m— gm).

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus in Sy, eine Operation auf M.

'Nicht zu verwechseln mit dem Komplementzeichen!
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(2) Operiert G linear auf dem Vektorraum V), so liefert dies einen Gruppenhomomorphis-
mus
G — GL(V) < Sy.

Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomomorphismus in GL(V) eine lineare Operati-
on auf M.

Definition 8.1.11. Die Operation von G auf M heifst

(1) transitiv, falls M eine Bahn bildet, d.h. M = Gm fiir ein m € M (und somit M = Gm
fiir jedes m € M).

(2) reguldr oder scharf transitiv, falls sie nicht leer und transitiv ist und Stabg(m) = {1}
fiir ein und somit alle m € M.

(3) treu, falls gm = m fiir alle m € M impliziert g = 1.
Satz 8.1.12. Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) G operiert scharf transitiv auf M.

(2) Zu je zwei m,n € M gibt es genau ein g € G mit gm = n. (Man ist versucht dieses g € G
mit 1, zu bezeichnen.)

(3) Fiir jedes feste my € M ist die Abbildung
G—M:g— gmg
bijektiv.
(4) Es existiert ein my € M, so daf$ die Abbildung
G—>M:qg— gmg
bijektiv ist.
Beweis.

(1) = (2): Wegen der Transitivitdt existiert ein ¢ € G mit gm = n. Angenommen es gibt ein
weiteres h € G mit hm = n. Dann ist h~!g € Stabg(m) = {15}, also h = g.

(2) = (3): Definiert ist die Abbildung immer. Sie ist surjektiv, da G transitiv operiert. Sie ist
injektiv wegen der vorausgesetzten FEindeutigkeit.

(3) = (4): Klar.

(4) = (1): Stabg(mg) = {1} wegen der vorausgesetzten Injektivitit. Wegen der vorausgesetz-
ten Surjektivitdt ist die Operation auch transitiv. O
Zusatz: Ist m € M beliebig, so haben wir ein g € G mit gmy = m. Also Stabg(m) =

Stabg(gmg) = g Stabg(me)g™t = {1¢}
Beispiel 8.1.13.

(1) Die Operation von G auf sich per Linksmultiplikation G x G — G, (g,h) — gh ist
scharf transitiv.
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(2) Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und B(V) C V" die Menge der Basen von
V. Dann ist die Operation

GL(V) x B(V) = B(V) : (9, B) = gB := (9(B1), -, 9(Bn))
scharf transitiv, da jede lineare Abbildung durch die Bilder einer Basis festgelegt ist.

Beispiel 8.1.14. Sei L = {z € K" | Az = b} # () die Losungsmenge eines linearen GLS
und U = {z € K" | Az = 0} die Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems.
Dann ist U ein K-Vektorraum, also insbesondere eine Gruppe, die scharf transitiv auf L
durch Addition operiert. Hat man eine partikuldre Losung x, des inhomogenen Systems
gefunden, soist {xg + v | y € U} = L, die Losungsmenge des inhomogenen Systems. Die
Beobachtung wird auch der Ausgangspunkt fiir die affine Geometrie sein.

Beispiel 8.1.15. Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen und
W € Bild(yp), so operiert Kern(y) scharf transitiv auf der Faser ¢~ ({I¥}). Dies ist die koor-
dinatenfreie Version des letzten Beispiels.

8.1.b Die Konjugationsoperation

Definition 8.1.16. Sei G eine Gruppe. Dann operiert GG auf sich selbst durch Konjugati-
on,

G xG— G, (g,m)— ky(m) = gmg".
Die Bahnen unter dieser Operation heifien Konjugiertenklassen. Der Stabilisator von m &
G wird auch als Zentralisator bezeichnet

Ca(m)={g9€G|gmg~' =m} ={g€G|gm=mg}.

Bemerkung 8.1.17. Fiir g € G ist die Abbildung s, : G — G,m +— gmg~! ein bijekti-
ver Gruppenhomomorphismus von G in sich selbst, also ein Gruppenautomorphismus mit

Ko) ' = Ky-1.
g g9

Ubung 8.1.1.

(1) Die Menge aller Gruppenautomorphismen von G bildet (zusammen mit der Kompo-
sition) eine Gruppe Aut(G).

(2) Die Abbildung x : G — Aut(G),g — &, ist ein Gruppenhomomorphismus von G in
ihre Automorphismengruppe.

(3) Der Kern von « ist das Zentrum Z(G) von G

Z(G)={g € G| gh = hg fur alle h € G}.

Das Bild von x wird auch mit Inn(G) bezeichnet und heifst die Gruppe der inneren Auto-
morphismen von G.

10 1 0
als Symmetriegruppe eines Quadrats. Bestimme alle Untergruppen, Konjugierten, Zen-
trum, etc.

Ubung 8.1.2. Betrachte die Diedergruppe Dy = <(0 1) ; (O _1>> der Ordnung 8

Ende
Vorl. 16
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8.1.c Parametrisierung aller transitiver G-Mengen.

Definition 8.1.18. (Ahnlichkeit von G-Mengen) Sei G eine Gruppe, M, N zwei G-Mengen.
Eine Abbildung ¢ : M — N heifst G-dquivariant, wenn ¢(gm) = gp(m) fir alle ¢ € G und
m € M.

M und N heilen &hnlich, falls es eine G-dquivariante Bijektion ¢ : M — N gibt (in
Zeichen M = N). Die Abbildung ¢ heifit auch eine Ahnlichkeit der G-Mengen M und N.

Beispiel 8.1.19. Sind U < S < G Untergruppen von G, so ist die Abbildung G/U —
G/S,gU — ¢S eine G-dquivariante Abblidung.

Satz 8.1.20 (Bahnensatz). Seien M ein transitive G-Menge M und m € M. Dann sind M
und G/ Stabg(m) als G-Mengen dhnlich, genauer ist die Abbildung

@,, : G/ Stabg(m) — M : g Stabg(m) — gm
eine G-Ahnlichkeit.

Beweis. Offenbar ist ¢, : G — M : g — gm eine surjektive G-dquivariante Abbildung,
wobei G durch Linksmultiplikation auf sich operiert. Die Fasern von ¢,, sind gerade die
Linksnebenklassen von G nach Stabg(m):

¢m ({gm}) = g Stabg(m) furalleg € G.

Also (nach dem Homomorphiesatz fiir Mengen) faktorisiert ¢, tiber G/ Stabg(m) mit einer
Bijektion
©,, : G/ Stabg(m) — M : g Stabg(m) — gm,
die offensichtlich G-dquivariant ist. O
In Worten: Alle transitiven Operationen findet man ,,in der Gruppe” wieder.

Folgerung 8.1.21. Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Sei m € M mit |Gm| < oo.
Dann gilt: Die Lainge der Bahn ist gleich dem Index des Stabilisators:

|Gm| =[G : Stabg(m)] (:= |G/ Stabg(m)|).
Und falls |G| < oo, dann gilt sogar

|G|

Gl = b

Dies gibt uns eine Strategie sowohl Mengenmaéchtigkeiten als auch Gruppenordnungen
zu bestimmen!

Beispiel 8.1.22 (Bestimmung der Ordnung der vollen linearen Gruppe). Seil, ein Kor-
per mit ¢ = p® Elementen und

GL,(F,) = {X € F™" | det X # 0}.
Dann gilt
|GL,(Fy) = ¢ (@ =)@ = 1) (=D = ("= 1) - (¢" =) .. - (" — "),

Beweis. GL,(IF,) operiert transitiv auf F;*"\ {0} mit Bahnldnge ¢" — 1. Der Stabilisator von
(1,0,...,0)" € F**1 in GL,(F,) ist

1 1 %%

0 0
StabGLn(Fq)( . ) = . D% | * € Fq, X € GLn_l(]Fq)
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und hat die Ordnung
| Staber,, g, ((1,0,...,0)") | = ¢" "+ | GL,_1(F,)|.
Nach dem Bahnensatz 8.1.20 gilt also
|GLw(Fy)| = (¢" — 1) - ¢" " - | GLy—a (Fy)|.
Mit | GL; (F,)| = ¢ — 1 folgt die Behauptung (etwa durch Induktion). O
Ubung 8.1.3. (Gaufische Binomialkoeffizienten) Betrachte die Menge
UTF) = {X | X <, F*'}

der F-Teilrdzume von F7*! bzw. die Teilmenge U, (F; ", F,) der k-dimensionalen Teilrdume
von ;<. Zeige:

|GL,(F,) 1]
|GLi(Fy)| - [GLy i (F ) - 50 — | k |~

04 (B )] =

der GAUSSsche Binomialkoeffizient.

Ubung 8.1.4. GL, (F,) operiert auf F»*" durch Konjugation. Die Bahnen sind die Ahn-
lichkeitsklassen von Matrizen, von denen wir eine Parametrisierung im vorherigen Kapitel
kennengelernt haben. Der Stabilisator einer Matrix A ist Cqr,,r,)(A) := Cynxn (A)*, die Ein-
heitengruppe des Zentralisators, auch Zentralisator von A in GL,(F,) genannt. Ihr Index
gibt an, wieviele Matrizen zu A dhnlich sind. Der Fall n = 2,¢ = 2 kann man wie folgt
zusammenfassen:

A XA Vertreter |CaL,r,)(A)| | Anzahl
T x? 0 6 1
1 O
2
r+1 (x+1) 0 1 6 1
0 0
2 2
x x ( 10 ) 2 3
@+1)? | (x+1)? (1 ?) 2 3
1 0
r(z+1) | z(x+1) (0 0) 1 6
?+r+1 |22 +z2+1 ((1) 1) 3 2

Behandle den Fall n = 3,q = 2.
Ende

Vorl. 17
8.1.d Zykel, Zykelschreibweise und Zykelzahler

Wir wollen eine recht niitzliche Schreibweise fiir Permutationen endlicher Mengen M, also
fiir Elemente der Sy, kennenlernen. Sie hat gegeniiber der offensichtlichen Schreibweise,
wo man die Elemente von M in die erste Zeile einer 2 x | M |-Matrix schreibt und die Bilder
dieser Elemente direkt unter diese in die zweite Zeile, viele Vorteile.

Bemerkung 8.1.23.
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(1) Seien M eine Menge und ay, ...,a;, € M genau k paarweise verschiedene Elemente.
Dann heif3t
a a ¢ {ay,as, ..., a5}
(a1, a9,...,ag) : M — M :aw ¢ a1 a=a;miti < k
a a=ay

ein k-Zykel oder kurz Zykel. Es gilt (a;, as, ..., a;) € Sy und
(ay,ag9,...,ar) = (ax, a1, a9, ..., a5 1)

und
(a17a27 . ‘Ja/k)_l - (ak7ak—17 s 7a1) - (alaalm s 7a/2>‘

1-Zykel sind gleich der Identitét, 2-Zykel sind Transpositionen.

(2) Disjunkte Zykel kommutieren miteinander, d. h.
(a17a2a"'7ak> © (blvan"'abl) = (blab27"'7bl) © (alya27"'7ak’)a

falls {ay, as,...,ar} N{b1, b, ..., b} = 0. (In Zukunft lassen wir o einfach weg.)

(3) Jedes f € Sy lafst sich als Produkt disjunkter Zykel schreiben, falls M endlich ist.
Diese Schreibweise ist eindeutig bis auf Reihenfolge der Zykel.

Beweis.
(1) & (2) sind Klar.

(3) Die Existenz zeigen wir mit einem Algorithmus, der u.A. die Bahnen der zyklischen
Untergruppe (f) < Sy auf M konstruiert:
Eingabe: f € S)s (Beachte: M ist endlich und nicht leer)
Algorithmus:
1. Setze N := M.

2. Solange N # () ist, wihle a € N und finde kleinstes k£ mit f*(a) = a. Dann ist
zo := (a, f(a),..., f*"1(a)) ein Zykel.

3. Ersetze N durch N \ {a, f(a),..., f*"!(a)} und springe zu Schritt 2 falls N # 0.
4. Ausgabe: Menge der berechneten disjunkten Zykel z,. Ihr Produkt ist gleich f.
Eindeutigkeit: Ubung. O
Beispiel 8.1.24. (1,2,3,4,5)0(2,3,4,5) = (1,2,4)(3,5) € Ss.
Bemerkung 8.1.25. Fiir ein Zykel 7 = (ay, ..., ax) gilt sign(7) = (—1)F1, da

™= (@2, Cls)(a?n a4) T (akfb ak)<“1> ak)

N

TV
k — 1 Transpositionen

Wir schauen uns im Folgenden die Konjugationsoperation in der symmetrischen Grup-
pe genauer an.

Ubung 8.1.5. Konjugation erhélt den Zykeltyp, genauer
olar,....ap)o" " = (a(ar),. .., o(ax))

furalleoc € S,,.
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Satz 8.1.26. Fiirw € S, sei a;(n) die Anzahl der Zykel der Linge i in disjunkter Zykelzerlegung
von m und a(m) = (ai(n),...,a,(n)) der Zykelzdhler. Es gilt: m,p € S, sind genau dann
konjugiert in S,, wenn a(m) = a(p).

Mit anderen Worten, der Zykelzihler ist eine trennende Invariante der Operation von S,, auf
sich per Konjugation.

Beweis. 1. Konjugieren erhdlt den Zykelzdhler:
Seien 7,0 € S,, mit

7T:(Oél,...,Oék>(61,...,ﬂl>...

in disjunkter Zykelzerlegung. Dann ist
1

onot =o(ar,...,ap)0 0By, B0 .. = (o), ...,0(ar)(0(BL),...,0(B))...

die disjunkte Zykelzerlegung von omo~!. Insbesondere hat sich der Zykelzihler nicht ver-
andert.

2. Umgekehrt: Sei a(m) = a(p). Ordnet man bei beiden Permutationen die Zykel (aus der
disjunkten Zykelzerlegung) der Lange nach, so stehen im folgenden Schema die Zykel glei-
cher Lange untereinander:

T = (aq,...,00) (B, -, 01) -
b = (o) BL B

in disjunkter Zykelzerlegung. Also definiere nach Ubung 8.1.5 o € S,, durch

0 — oy B — B etc.
Dann gilt oo™ = p. O
Ubung 8.1.6. Zeige jedes a € 7%, mit ) ia; = n kommt als Zykelzéhler eines Elementes
von S, vor. Wieviele Konjugiertenklassen hat Ss? Was haben Zykelzdhler mit Partitionen
der Zahl n zu tun?

Beispiel 8.1.27 (Konjugation in der S,,).
(1) Gegeben seien m = (1,2)(3,4,5,6,7)(8,9),p = (9,4)(1,2,3,7,6)(5,8) € Sy. Suche ein

o € Symitorot = p.
Losung;:

T = (1,2)(3,4,5,6,7)(8,9)

p = (9,4)(1,2,3,7,6)(5,8)
Alsoist o = (1,9,8,5,3)(2,4)(6,7) eine Losung.
Gibt es andere Losungen? Ja, z.B. liefert das obige Vorgehen nach dem Umschreiben
von p

T = (1,2)(3,4,5,6,7)(8,9)

p = (5,8)(2,3,7,6,1)(9,4)
eine weitere Losung o = (1,5,7)(2,8,9, 4, 3). Beachte, die Losungen bilden eine Links-
nebenklasse nach Cg, (7). Man sieht leicht, die Elemente von Cg,(7) entsprechen ge-
nau den Moglichkeiten eine disjunkte Zykelzerlegung von 7 kompatibel unter die
gegebene disjunkte Zykelzerlegung von 7 zu schreiben. Also |Cs, ()| = 2 - 2% - 5.

(2) Bestimme Cs,,((1,2,3)).
Losung:
Cs,,((1,2,3)) = {me Syp|n(1,2,3)7 1 =(1,2,3)}
= {m e Su|(n(1),7(2),7(3)) = (1,2,3)}
Also 7 = (1,2,3)'p mit p € Syg, p(i) =i fiiri = 1,2, 3. Kurz

05'10((17273>> = <(17273)> X S@—Q



Ende

Vorl. 18
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8.1.e Anzahl der Bahnen des Stabilisators

Fiir unsere geometrischen Anwendungen der Gruppentheorie ist die folgende Bemerkung
grundlegend.

Bemerkung 8.1.28. Die Gruppe G operiere auf den Menge M und N.
(1) G operiertauf M x N durch

G X (MxN)— MxN:(g,(m,n))— (gm,gn).
Diese Operation heifit diagonale Operation.
(2) Ist die Operation von G auf M transitiv, dann ist die Abbildung

(M x N)/G — N/ Stabg(m)
G(m,n) — Stabg(m)n

eine Bijektion zwischen der Menge der Bahnen von G auf M x N und der Menge der
Stabg(m)-Bahnen auf N fiir jedes (feste) m € M.

Beweis.
(1) Ubung.

(2) Wir zeigen, dafd diese Abbildung wohldefiniert ist:
Wegen der Transitivitdt von G auf M, ist jede Bahn von G auf M x N von der Form
G(m,n) = {(gm,gn)|g € G}. Gilt G(m,n) = G(m,n’) fur ein n’ € N, so sind offenbar
n und n' in derselben Bahn unter Stabg(m). Also ist die Abbildung wohldefiniert.
Offenbar ist die Abbildung surjektiv. Wir zeigen die Injektivitét:
Stabg(m)n = Stabg(m)n’ impliziert (und ist d4quivalent zu) G(m,n) = G(m,n’). Also
haben wir insgesamt eine Bijektion. O

Beispiel 8.1.29. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann operiert G := GL(V)
auf V \ {0} transitiv. Der Stabilisator eines IV € V' \ {0} hat dann jedes Vielfache # 0 von V/
als Bahn, sowie die Menge aller Vektoren, die linear unabhédngig von V' sind. Die Bahnen
von GL(V) auf (V' \ {0}) x (V \ {0}) sind also gegeben durch {(V,aV) | V # 0},a € K und
{(V.W) | (V,W) linear unabhéngig }.

In Matrizen: V = K™*!, G = GL,(K), Operation durch Linksmultiplikation. Der Stabilisa-
tor des ersten Standardbasisvektors E; := (1,,)_ ; ist

Stabg(F)) = {(H%) la € K1 A ¢ GLn_l(K)}

und hat die folgenden Bahnen auf V:
{aF1} mita € K\ {0} und V\ {aFE;|a € K}.

Beispiel 8.1.30. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann operiert G := GL(V)
auf dem Dualraum V* := Hom(V, K) linear und treu durch

GxV =V (g,0)pogh

Der Stabilisator eines ¢ € V* \ {0} operiert auf jeder Faser ¢! ({a}) mit a € K, also auf je-
der Restklasse nach Kern(p). Das Studium der Operation von Stabg(p) auf ¢! ({1}) heifit
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affine Geometrie und wird uns noch ausfiihrlich beschiftigen.
In Matrizen: V = K™™', G = GL,(K), die Operation auf K'*", dem bekanntlich V* ent-
spricht, ist gegeben durch

Gx KM — K" (g, 2) — Zg™t.

Der Stabilisator des letzten Standardbasisvektors Z,, := (1,),, - ist

Stabg(Z,) := {(%‘%) la € KX A ¢ GLn_l(K)} .

Die Operation dieser Gruppe auf
1 S (n—1)x1
{1 =9 )sek

mitp(| ¢ |)=Z%Z,| : | =V, wird also die affine Geometrie sein. Man beachte:

(o) ()= (%),

8.2 Homomorphismen und Normalteiler

Definition 8.2.1. Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heift ein Grup-
penhomomorphismus, wenn ¢(g192) = ¢(g1)¢(g2) fur alle g1, g2 € G.

Beispiel 8.2.2. G operiere auf M. Dannist ¢ : G — Sy, g — (m — gm) ein Gruppenho-
momorphismus.
Ist M =V ein K-Vektorraum, so ist die Operation genau dann linear, wenn das Bild dieses
Gruppenhomomorphismus in der linearen Gruppe GL(V) < Sy, liegt.

Definition 8.2.3. Eine Untergruppe U < G mit gUg™' = U fiir alle g € G heifit Normal-
teiler von G. Wir schreiben dann auch U < G.

Satz 8.2.4. Seip : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist Bild(¢) = {¢(g) | g € G}
eine Untergruppe von H und Kern(p) := {g € G | ¢(g) = 1} ein Normalteiler von G.

Beweis. Fiirn € Kern(y), g € G ist

plgng™") = w(9)e(n)p(9) ™" = p(g)elg) ™" =1
also auch gng=! € Kern(yp). O
Beispiel 8.2.5 (Konkrete Beispiele fiir Normalteiler).

(1) Ist G beliebige Gruppe, so sind {1} und G Normalteiler von G. Man nennt sie triviale
Normalteiler.

(2) sign : S, — ({1,—1},-) ist ein Homomorphismus. Der Kern ist also ein Normalteiler
vom Index 2 von S, die sogenannte alternierende Gruppe A, := Kern(sign) vom
Grad n. Ihre Elemente heifSen gerade Permutationen.

(3) det : GL,(K) — K* := (K\ {0}, -) ist ein Homomorphismus fiir jeden Korper K. Also
ist sein Kern ein Normalteiler von GL,,(K). Dieser wird mit SL,,(K) bezeichnet und
heifit spezielle lineare Gruppe vom Grad n.
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(4) Sei U < G eine Untergruppe von G. Dann ist Core(U) := (,cq9Ug " der grofite
Normalteiler von G, der in U enthalten ist. Es gilt Core(U) = Kern(G — S¢/v).

(5) Ist G eine abelsche Gruppe (also gh = hg fiir alle g, h € G), so ist jede Untergruppe
von G ein Normalteiler.

Bemerkung 8.2.6. Eine Untergruppe N < G ist genau dann ein Normalteiler von G,
wenn sie Vereinigung von Konjugiertenklassen von Elementen ist.

Beweis. N ist genau dann ein Normalteiler, wenn N invariant unter der Operation von
G auf sich per Konjugation ist, sprich wenn sich die Konjugationsoperation von G auf N
einschranken ldsst. O

Ubung 8.2.1. Mithilfe von Bemerkung 8.2.6 zeige, dass
547 A47 ‘/47 {1}

alle Normalteiler von S, sind.

Satz 8.2.7. Sei N ein Normalteiler von G. Dann bildet die Menge der Nebenklassen G /N =
{gN | g € G} eine Gruppe unter vertreterweiser Multiplikation

G/N x G/N — G/N,(gN)(hN) := (gh)N.

Beweis. Es ist klar, dass wir eine Gruppe vorliegen haben, sobald die Verkniipfung wohl-
definiert ist, da die Rechenregeln dann aus denen von G folgen.

Zur Wohldefiniertheit:

Sei g = gn € gN und ' = hm € hN. Dann gilt

()N = (gnhm)N = (gh) (h"*nh)m N = (gh)N. O
—_——
eN
Ende Normalteiler sind also genau die Untergruppen N fiir die die Menge GG/N der Linksne-

Vorl. 19 benklassen wieder eine Gruppe ist.

Beispiel 8.2.8. Die S3 = Stabg,(4) ist kein Normalteiler von S,. Dies konnen wir auf
zwei Arten sehen. Zum einen ist nach 7S37~! = 7 Stabg,(4)7~! = Stabg, (7(4)) ist. Und
zum anderen bilden die Linksnebenklassen {S3,aSs,a%S3,aS3} mit a = (1,2,3,4) keine
Gruppe. Es ist z.B. (aS3)? = {ahag | g,h € S3} = Sy.

Bemerkung 8.2.9. Eine Untergruppe N ist genau dann ein Normalteiler von G, wenn
gN = Ny ist fiir alle g € G (Links- und Rechtsnebenklassen stimmen tiberein). Insbesonde-
re sind Untergruppen von Index 2 immer Normalteiler, denn esist VUN = G = N U Ng,
alsogN =G\ N = Ng.

Definition 8.2.10. Eine Gruppe G # {1} heifdt einfach, falls G und {1} die einzigen
Normalteiler von G sind.

Ubung 8.2.2. Zeige: Eine zyklische Gruppe C, der Ordnung n ist genau dann einfach,
wenn n eine Primzahl ist.

(&)

Hinweis: Beachte, C,, = (Z/nZ, +) (wieso?) und insbesondere abelsch.
Ubung 8.2.3. Zeige, dass Aj eine einfache Gruppe ist.

Die Bausteine aller endlichen Gruppen sind die endlichen einfachen Gruppen, das sind
die endlichen Gruppen, die nur sich selbst und {1} als Normalteiler haben.

Hauptsatz 8.2.11. (Homomorphiesatz fiir Gruppen)
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(1) Ist G Gruppe und N 9 G ein Normalteiler von G, dann bildet die Menge G /N der Neben-
klassen (Links = Rechts) von G nach N eine Gruppe mit vertreterweiser Multiplikation:

gN - hN := ghN fiiralle g,h € G
und der natiirliche Epimorphismus
v=vy:G—=G/N:g— gN
ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern N.

(2) Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Kern ¢ ein Normalteiler von G' und
Bild ¢ eine Untergruppe von H. Weiter definiert

¢:G/Kemnp — H: gKernp — p(g)
einen Monomorphismus und ¢ faktorisiert

Y = P O VKern )

d.h. das Diagramm
G o H
VKern \4 /l {5
G/ Kern

kommutiert. Insbesondere sind G / Kern ¢ und Bild ¢ < H isomorph.
Beweis.

(1) Diesen Teil haben wir bereits bewiesen in Satz 8.2.7.

(2) Genauso wie im Homomorphiesatz fiir Mengen zeigt man, dass ¢ wohldefiniert und
injektiv ist. Es bleibt die Homomorphieeigenschaft von ¢ zu tiberpriifen: Setze N :=
Kern ¢ und seien g, h € G. Dann gilt:

P(gNhN) = 9(ghN) = p(gh) = ¢(g)p(h) = p(gN)p(hN).

Dass vkem o €in Epimorphismus ist, wissen wir bereits. Die Komposition ¢ovkem, = ¢
rechnet man leicht nach. O

Satz 8.2.12. (Noetherscher Isomorphiesatz) Sei N ein Normalteiler von G und U < G.
Dannist UN < G,und N NU QU und es gilt

UN/N = U/UN N.

Beweis. Wegen NU = UN folgt UN < G. Offenbar ist NV auch ein Normalteiler von UN < G
und somit
p:U—=UN/N :uw— uN

ein Homomorphismus mit Kern U N N und Bild UN/N. Die Behauptung folgt aus dem
Homomorphiesatz. O

Definition 8.2.13. Eine Gruppe G heifit semidirektes Produkt, falls es einen Normal-
teiler NV < G und eine Untergruppe U < G gibt mit

(1) NU =G und
(2) NnU = {1}.
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In Zeichen G = N x U.

Beispiel 8.2.14. S, = V, x S; wobei es egal ist, welche der 4 Untergruppen S; in S,
gewdhlt wird. Beachte, dass alle Elemente # 1 in Vj keine Fixpunkte auf {1, 2, 3,4} haben,
alsoist V; N S3 = 1.

Beispiel 8.2.15.

Aff,(K) = {(%%) lae K™ Ae GLn(K)} = K™ x GL,(K)

I, |a

L nx1l __
Dabei ist K = {( 01

) lae K "Xl} der Kern des Gruppenhomomorphismus

Aff,(K) — GL,(K), (%%) — A

und GL,, (K) die Untergruppe GL,(K) = (%) < Aff, (K).

Bemerkung 8.2.16. In einem semidirekten Produkt G = N x U hat jedes Element eine
eindeutige Darstellung als nu mitn € N, u € U. Es gilt

1
nUINgUy = nq (U Moty ) U Us



Kapitel 9

Geometrie

9.1 Affine Geometrie

9.1.a Der affine Raum

In der affinen Geometrie hat man einen Punktraum, dessen Punkte in Bijektion zu einem
Vektorraum stehen, welcher in bestimmter Weise auf dem Punktraum (durch Translatio-
nen oder Verschiebungen) operiert. Der wesentliche Unterschied zum Vektorraum besteht
darin, dass kein Punkt (Nullpunkt) mehr ausgezeichnet ist. Begriffe wie Geraden, Ebenen
etc. lassen sich leicht als sogenannte affine Unterrdume definieren.

Definition 9.1.1. Sei V ein K-Vektorraum. Ein affiner Raum {iber V ist eine nicht leere
Menge 7, genannt Punktmenge, auf der ) scharf transitiv ! operiert. Genauer ist ein affiner
Raum ein Tripel (<7, V), 7), wobei

T: VX — o (V,P)— 1v(P)

eine scharf transitive Operation des Vektorraumes V auf dem Punktraum o7 ist. Die Abbil-
dung 7y : &/ — </ heifit die Translation um den Vektor V von 7. Der Vektorraum V wird
auch als Translationsraum von &/ bezeichnet: 7 (/) := V. (Bezeichnung: Oft schreiben wir
V 4+ P oder P+ V anstatt 7, (P). Diese Schreibweise soll nicht implizieren, dass «/ =V ist.)

Jeder Vektorraum V ist ein affiner Raum mit Translationsraum V. Das Modell &7 =V =
T (<7) hat den Nachteil, dass nicht zwischen den Punkten (Elementen von /) und den
Vektoren? unterschieden wird. Daher bevorzugen wir das folgende Modell:

Beispiel 9.1.2. (Standardbeispiel) Ist V ein K-Vektorraum mit nicht verschwindender
Linearform ¢ : V — K. Setze V := Kern(y) und & (¢) := ¢ '({1}). Dann ist (< (), V, )

mit
T VX () = A(p): (V,P) = 1v(P) =V +PinV gerechnet

ein affiner Raum. B
Wir setzen speziell fir V = K®)*! und ¢ € (K"*)x1)* die Projektion auf die letzte
Komponente:

T(K) = () = {( 4 ) X € Km}

und nennen ihn den n-dimensionalen affinen Standardraum. Genau genommen ist

Tenw) ={ (3 ) Ixexm}.

1Da V eine abelsche Gruppe ist, sind die Begriffe ,scharf transitive Operation” einerseits sowie ,treue
und transitive Operation” andererseits dquivalent.
2vector (lat.): jemand, der trégt, zieht oder beférdert

59
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was wir aber mit dem Vektorraum K"*! identifizieren.
Bemerkung 9.1.3. Sei ./ ein affiner Raum tiber dem K-Vektorraum V.
(1) Firjeden Punkt P, € o7 ist
Vo Ve (P

eine Bijektion.

(2) Fiir jedes Punktepaar (P, Q) € «7? gibt es genau einen Vektor V € V mit 7y (P) = Q.
Bezeichnung: V' =: PQ).

Beweis. Spezialfall von Satz 8.1.12 O

Ende .. . . — — —
Vorl.20  Ubung9.1.1. Zeige fiir P,Q, P, Q" € </ gilt ]@ = P'()’ genau dann, wenn PP’ = QQ)'.

(Hinweis: Skizze!)

Wir kommen zur Definition affiner Teilrdume.

Definition 9.1.4. Sei (<, V, 1) affiner Raum tiber dem K-Vektorraum V. Eine Teilmenge
/" C of heifst affiner Teilraum von o7, falls ein Teilvektorraum W < V existiert, so dass
(@', W, Thyx ) €in affiner Raum tiber W ist.

Bemerkung 9.1.5. Sei o/ affiner Raum tiber V := T (<7).

(1) Der Translationsraum eines affinen Teilraums &’ von &/ ist eindeutig bestimmt, ge-
nauer

T(e0") = {PQ | P,Q € o'},

(2) Zu jedem W < V und jedem P € &/ gibt es genau einen affinen Teilraum &’ von
o/ mit P € &/’ und Translationsraum 7 (</’) = W, namlich P + W = W + P :=
7(W x {P}), die Bahn von P unter W.

Beweis.
(1) Sofort aus 9.1.3.
(2) Existenz: Verifiziere Eigenschaften fiir P 4 )V. Eindeutigkeit analog zu 1. O

Bemerkung 9.1.6. Der Schnitt affiner Teilrdume eines affinen Raumes .27 ist entweder
leer oder wieder ein affiner Teilraum.
Sind &7 (i € I) affine Teilraume von 7 und ist P € N;c1.97, so ist

N1y = P+ N/ T () = {1v(P) |V € Nici T ()}

Ist 0 # M C < eine Teilmenge, so sei das affine Erzeugnis von M der kleinste affine
Teilraum, der M enthélt: (M), = (\y;cp<.s B-

Wie sieht das affine Erzeugnis einer zweipunktigen Teilmenge von ./ aus?

9.1.b Affine Abbildungen

Nun kommen wir zur Definition affiner Abbildungen. Diese bilden einen ganz wesentli-
chen Bestandteil der Definition des affinen Raumes, weil wir sonst nicht wissen, wie wir
vergleichen konnen. Es liefert auch eine neue Charakterisierung der affinen Teilrdume: Die
nicht leeren Fasern affiner Abbildungen werden die affinen Teilrdume sein.
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Definition 9.1.7. Seien 7, &/’ affine Rdume iiber den K-Vektorrdumen V,V'.
Eine Abbildung f : &/ — &/’ heifit affine Abbildung, falls eine lineare Abbildung f : V —

V' existiert mit f(P)f(Q) = 7(}%) fiir alle P,Q € /. Die lineare Abbildung f heifit auch
der lineare Anteil von f.

Bemerkung 9.1.8. Seien <7, &/’ affine Riume mit Translationsvektorraum V = 7T (/)
und V' = T («7’). Sei By € o fest gewdhlt.

(1) Jede affine Abbildung f : &/ — &/’ ist eindeutig festgelegt durch ihren linearen Anteil
fund f(Ry): Ist namlich f(P,) =: Qo € &/’ soist fiir P € &/ und V := ]ﬁ eV (so,
dass P = 1y (F))

\

Quf (P) = f(Py)f(P) = F(V)also f(P) = 751 (Qo).

(2) Fiir jeden Punkt Qy € &’ und jede lineare Abbildung ¢ : V — V' gibt es genau eine
affine Abbildung f : & — &' mit f(Fy) = Qo und f = ¢.
Es ist f injektiv (surjektiv, bijektiv), genau dann wenn f injektiv (surjektiv, bijektiv)
ist.

Ubung 9.1.2. Translationen sind affine Abbildungen, deren linearer Anteil die Identitit
des Translationsraumes ist. Sie sind auch die einzigen affinen Abbildungen eines affinen
Raumes in sich mit dieser Eigenschatft.

Beispiel 9.1.9 (Affine Abbildungen von 4, (K)). Wahle P, = (0,...,0]1)" € 4, (K).
Die affine Abbildung f mit linearem Anteil f ° = A (bzgl. der Standardbasis S von
T(,(K)) = K™Y und f(P) = Qo = (by,...,b,|1)" ist gegeben durch Matrixmultipli-

) ) Alb
kation mit (TH)

Satz 9.1.10.

(1) Kompositionen affiner Abbildungen sind affin: Sind <7 , </', </" affine Riume iiber K-Vektor-
rdumen mit affinen Abbildungen f : o — o' und f': o' — ", soist f'o f : o — A"
affin mit f'o f = f'o f.

(2) Ist f - of — " affin und bijektiv, so ist ' : /' — < ebenfalls affin mit f~1 = 7_1. (Man
sagt, f ist ein affiner Isomorphismus.) Insbesondere ist

Aff(of) .= {f : o — |f affin und bijektiv }

eine Gruppe (Untergruppe von S, der symmetrischen Gruppe von <), genannt die affine
Gruppe von <7, und

Af() — GL(T () : f = f

ein Homomorphismus von Gruppen.

(3) Ist f : of — </ affin und o/" ein affiner Teilraum von <, so ist f(</") ein affiner Teilraum

von o' mit T (f(/")) = f(T(&")).

(4) Ist f : o — " affin und /" ein affiner Teilraum von o', so ist f~'(</") leer oder ein
affiner Teilraum von o mit T(f~X (")) = f (T («")).
Beweis.

(1) Fiir P,Q € o ist

(f" e NP o N@Q) = F(F(P)F(f(Q) =

FFPYFQ) = (T o H(PO).
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(2) Wegen der Identifikation von & mit 7 (/) und &/’ mit 7 (/') istklar, dass f : T (/) —
T (/') bijektiv ist. (Genauer Beweis: Ubung!). Zeige nur noch

P Q) =T P

fur alle P', )’ € &/’. Dies ist aber dquivalent zu

FUTHPYQ) = PQ
3) Ubung.
(4) Leicht mit9.1.5.(2). O

Wir konnen etwas unscharf sagen, dass affine Geometrie das Studium von Eigenschaften
ist, welche unter affinen Isomorphismen erhalten bleiben, oder auch das Studium der In-
varianten der affinen Gruppe bei diversen Operationen. Hier ein Anfang: Die Dimension.

Satz 9.1.11. Zwei affine Raume </ und /' iiber demselben Korper K sind genau dann affin
isomorph, wenn Dim T (<) = Dim T (7). Man nennt Dim ./ := Dim T (/) die Dimension
des affinen Raumes <. Insbesondere ist <7 affin isomorph zu A,,(K) fiir n = Dim 7. Ein affiner
Isomorphismus o/ — A, (K) heifst affines Koordinatensystem.

Die Idee des Koordinatensystems geht zuriick auf DESCARTES,1596-1650, der hierdurch
die Algebra und Analysis als Hilfsmittel der Geometrie zuganglich machte.

Beweis. Ist f : @/ — /' ein affiner Isomorphismus, so ist f : 7 (/) — T (/') ein Vektor-
raumisomorphismus, also Dim 7 («/) = Dim 7 (</’). Umgekehrt, sei ¢ : T (/) — T (')
ein Vektorraumisomorphismus. Offenbar ist fiir jedes beliebige, fest gewihlte i) € &/ die

Abbildung & — T(«) : P — 170?’ ein affiner Isomorphismus (Beweis: Ubung). Also er-
hélt man durch Komposition einen affinen Isomorphismus von & auf /’. (Man zeige als

Ubungsaufgabe: Dieser Isomorphismus ist gegeben durch P +— P + gp(ﬁ), wo Py e o'
beliebig, aber fest gewahlt ist.) O

Somit ist die Dimension eine affine Invariante.
Definition 9.1.12. Sei </ ein affiner Raum {iber 7 (%) = V mit affinen Teilrdumen
A .
(1) Die Teilraume heiflen parallel, falls 7 («’) = T ().
(2) Sie heiflen schwach parallel, falls 7 («7’) C T (/") oder T (/") C T (a’).
(3) Sie heiflen windschief, falls &’ N.&?” = Qund T (") N T (/") = {0}.

Ubung 9.1.3. Sei .7 ein affiner Raum iiber dem Vektorraum V. Zeige, dass Paralleli-
tat eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller affinen Teilrdume von &7 ist. Zeige weiter,
dass die Aquivalenzklasse mit zugehérigem Teilraum W < T (<) wiederum einen affi-
nen Raum <7 /W bildet, und zwar mit Translationsraum V/Y/. Man nennt <7 /W auch den
Bahnenraum von &7 mod W. (Beachte: V operiert zwar auch transitiv auf ./ /W, aber nicht
treu, es sei denn W = {0}.)

I"Jbung 9.1.4. Ist &7 ein affiner Raum iiber dem K-Vektorraum V, und sind U4, W < V
Teilraume, so gilt fiir die Abbildung

o:d > I UXI/W:P— (P+UP+W),
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(1) ¢ istinjektiv genau dann, wenn &/ N W = {0}.
(2) ¢istsurjektiv genau dann, wenn U/ + W = V.

Bemerkung 9.1.13. Parallelitdt und schwache Parallelitdt von affinen Teilraumen blei-
ben unter affinen Abbildungen erhalten. Die Eigenschaft, windschief zu sein, bleibt unter
injektiven affinen Abbildungen erhalten. Wie steht es mit Urbildern?

Wir wollen uns ansehen, wie in den verschiedenen Modellen fiir affine Raume, die wir
gesehen haben, die affinen Abbildungen aussehen und dargestellt werden.

Beispiel 9.1.14. Seien V, ¢,V = Kern(p), A(p) = ¢ '({1}) wie in Beispiel 9.1.2. Ent-
sprechend nehmen wir einen zweiten affinen Raum mit den Daten W, ¢, W = Kern(¢)
und A(¢) = ¥~ '({1}). Dann ist eine affine Abbildung f : A(¢) — A(¢)) nichts anderes als

die Einschrankung einer linearen Abbildung o : V — W, welche A(y) in A(¢) abbildet,
d.h. fiir die ¢ o & = . Wir haben also das folgende kommutative Diagramm:

Alp) L Aw)
1
W

v

Voo

0l Ly
K = K

Ubung 9.1.5. « legt f eindeutig fest und umgekehrt.
Wichtiger Spezialfall: Aff(A, (X)) kann mit der Matrixgruppe

Aff, (K) = {(%%) la € GL,(K),t € K”Xl} < QL (K)

identifiziert werden, die durch Linksmultiplikation auf A, (K’) operiert. Man beachte, dass
Aff,,(K) schon als Stabilisator eines Kovektors® als Untergruppe von GL,1(K) frither im
Beispiel 8.1.30 vorkam.

Bemerkung 9.1.15. In Aff, (K') gelten:
alt bls\ [ ablas+t
01 oj1) o] 1
alt\™ (at|—at
01 N 0 1
a‘t In‘s a‘t _17 I, | as
01 01 01 S\ 01

Der Homomorphismus “linearen Anteil nehmen” ist gegeben durch

Aff,(K) — GL,(K) : (%%) —a

3Spri(:h, eines Vektors im Dualraum, auch Funktional genannt.

und

Ende
Vorl. 21
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9.1.c Das Invarianzprinzip der affinen Geometrie

Bemerkung 9.1.16. Aff(.</) operiert transitiv auf .27 und hat genau 2 Bahnen auf </ x <.

Beweis. T (/) < Aff(/) operiert scharf transitiv, also insbesondere transitiv auf <7, daher
auch Aff(«7). Ist Py € 47, so ist der Stabilisator Stabag (. (Fy) isomorph zu GL(7 (7)),
vermoge der Abbildung

Staban(o)(P0) 3 f — (7 : B = Pof(P)) € GL(T()).

Also hat Stabag () (Fy) zwei Bahnen auf o7, ndamlich {7} und &7 \ {F}. O

In unserem Standardmodell 7, (K) kann man (E annehmen, dass P, = (0, ...,0, 1)"". Dann

st stabar, a0 () = { (41 la € GL(1) p = GLy ()

Bei der Operation auf Tripeln bekommen wir die ersten geometrischen Invarianten.

Definition 9.1.17.
(1) P € o/ heifst affin unabhidngig, falls fiir jeden affinen Raum .7’ tiber K und jedes
Tupel Q € (&/’)" eine affine Abbildung f : & — &/’ existiert, mit f o P = @), d.h.

f(P) = Q; fur ¢ = 1,...,n. Ein maximal affin unabhdngiges System P in ./ heift
auch affine Basis von .7

(2) P € &/ heifit kollinear bzw. komplanar, falls Dim(P), < 1 bzw. < 2 gilt.
Bemerkung 9.1.18. Fiir P € /™ sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) P ist affin unabhingig.

(2) Dim(P), =n — 1.

(3) (P.Py,...,P,P,_1) € T(«)" ! ist linear unabhingig.

(4) Die affine Abbildung f : «,_(K) — (P), : E; := ( Pf ) — P, E, = (0> — P,

definiert einen affinen Isomorphismus.
Beweis. Vorbemerkung: Es gilt 7 ((P),) = (ETPI, . ,m> <T(H)=V.
1 = 4: Es liegt eine affine Abbildung f vor mit f (En) = P, und
T KO 0X1 S T((P),), E; — PuP.

Aus der Definition der affinen Unabhingigkeit bekommt man eine affine Abbildung

o — o, 1(K), die P; auf E; abbildet. Die Einschrankung dieser Abbildung auf (P),
liefert die Inverse, d.h. es liegt ein affiner Isomorphismus vor.

4 = 2: Die Dimension ist eine Invariante fiir affine Isomorphismen.

2= 3: Esistn — 1 = Dim(P), = Dim T((P),) = Dim(P, P, ..., P,P,_}).
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3 = 1: Sei &/’ irgendein affiner Raum tiber dem K -Vektorraum V'und @ € (&/")". Es existiert

eine lineare Abbildung ¢ : V — V' mit ¢(P, ﬁ) Qan furi=1,...,n — 1. Also gibt
es genau eine affine Abbildung f : &/ — &' mit f = o und f(P, ) Qn. Fiir diese gilt
offenbar f(P) = Q; furi=1,...,n. ]

Bemerkung 9.1.19. Ist &/ = (1) fiir p € V*, so ist P € /" affin unabhéngig genau
dann, wenn P € V" linear unabhéngig ist. Die affinen Basen von &/ sind also genau die
Basen von V, die in &/ = ¢~!(1) C V enthalten sind.

Sofort klar, etwa aus Bemerkung 9.1.18.(3), ist nun die folgende Bemerkung:
Bemerkung 9.1.20.

(1) Affine Abhéangigkeit von Tupeln bleibt erhalten unter beliebigen affinen Abbildun-
gen.

(2) Affine Unabhangigkeit bleibt unter injektiven affinen Abbildungen erhalten.

Satz 9.1.21. Sei .o/ ein affiner Raum iiber einem endlich erzeugten K-Vektorraum. Dann ope-
riert Aff(<f) scharf transitiv auf der Menge der affinen Basen von <. Letztere bilden eine der
Bahnen von Aff (o) auf &/, wo n = Dim /.

Beweis. Sofort aus Satz 9.1.11 und Bemerkung 9.1.18. O
Satz 9.1.22.

(1) Aff(</) operiert transitiv auf der Menge o7,
entartete Dreiecke), falls Dim (o) > 2.

der affin unabhiingigen Tripel in </® (nicht

genemsch

(2) Eine trennende Invariante fiir die Operation von Aff(</) auf der Menge «73,. = {P =
(Py, Py, P3) € &/3| P, # P, P kollinear } ist das Tellverhaltms Dabei ist das Teilverhiiltnis

TV(Py, Py, Ps) definiert als das eindeutige a € K mit P1P3 = aP1P2
Beweis.

(1) Wir konnen oBdA in & = &/ () C V arbeiten. Offenbar hat V eine Basis B € &/}
und jedes affin unabhzngige Tripel P € «7® kann seinerseits zu einer Basis P € /"
von V erganzt werden. Es gentigt nun zu zeigen, dass ein f € Aff(</) existiert, mit
f((B1, Bs, B3)) = P. Dies ist aber klar, denn ein solches f wird induziert von der
eindeutigen linearen Abbildung von V, die B auf P abbildet.

(2) Dass eine Invariante vorliegt, ist sofort klar aus der Definition einer affinen Abbil-
dung. Um zu zeigen, dass sie die Bahnen trennt, gehen wir wieder von der Situation
des Beweises von (1) aus mit der Basis B. Sei P € </ , mit Teilverhéltnis a € K. Es
gentigt zu zeigen, dass ein f € Aff(.&7) existiert mit f((By, Bs, B1 + a(Bs — By))) = P.
Zu diesem Zweck ergdnzt man (P, P») zu einer Basis P € @™ von V. Die lineare
Abbildung, die B auf P abbildet, induziert den gewtinschten affinen Automorphis-
mus. [

Aus dem letzten Beweis erhalten wir eine Folgerung, die eine sehr anschauliche Vorstellung
von der affinen Gruppe liefert.

Folgerung 9.1.23. Sei Dim(«/) = n. Dann operiert Aff(<7) transitiv auf o7\ ;... == {P €
/*| P affin unabhingig}, der Menge der affin unabhiingigen k-Tupel ((k — 1)-Simplizes) fiir 1 <
k <mn+ 1. Im Falle k = n + 1 ist der Stabilisator eines solchen Tupels trivial, d.h. in diesem Falle
ist die Operation scharf transitiv, vgl. Satz 9.1.21.
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Wir wollen jetzt als Beispiel einen geometrischen Satz beweisen. Ende
) ) . . . Vorl. 22
Satz 9.1.24. Sei K ein Korper mit 6 - 1 # 0, o ein affiner Raum iiber K, (A, B,C) € < o

gen’®

Dann schneiden sich die Seitenhalbierenden des nicht-entarteten Dreiecks (A, B, C') in einem Punkt
S, so dass das Teilverhiltnis TV (A, a, S) = 2/3 ist, wo a der Mittelpunkt der Seite (C, B) ist.

C

A B
c

Beweis. Zunichst einmal definieren wir Seitenhalbierende:
Sa = <A; a>a7 Sp = <B7 b>a7 Se = <C7 C>a

wobei a = B + %B?, b= A+ %1@ und ¢ = A + %1@ ist. Um zu rechnen wihlen wir
Koordinaten fiir die Eckpunkte (A, B, (') des Dreiecks, also einen affinen Isomorphismus
f: (A, B,C), — 9 (K) definiert durch

Ein solcher Isomorphismus existiert per Definition, da (A, B, C) affin unabhdngig ist. Es
geniigt den Satz fiir das Bild unter f zu zeigen, da die Aussage invariant unter affinen

Isomorphismen ist. Dann ergeben sich die Fuipunkte f(a) = f(B + %ﬁ) = (1,1,1)",
f() =(0,1,1), f(c) = (1,0,1). Die Seitenhalbierenden sind dann

_ Q 2—20
f@ﬁiﬂ@+aﬂmﬂ(?>la€KLf@w{( f )BGKL

y
f@J{(22v)7€K}
1

Um den Schnittpunkt {S} = s, N s, N s. zu berechnen, suchen wir «, 8,7 € K mit

(£)-(7) ()

2/3
und finden als Losung o« = = v = 2/3 also f(S) = | 2/3 |. Das Teilverhiltnis ergibt
1
sichals TV(A4,a,S) = TV(f(A), f(a), f(S)) =2/3=TV(B,b,S) =TV(C,c,S). O

Zum Beweis des nédchsten Satzes benotigen wir Streckungen, also affine Abbildungen der
Form
%—)JZ%ZPHPO—Faﬁ,

wobei das feste P, € & das Streckzentrum ist und das a € K* der Streckfaktor.
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Ubung 9.1.6. Zeige: Je zwei Streckungen von « sind konjugiert in Aff(7) genau dann,
wenn sie denselben Streckfaktor haben. Die Streckungen zusammen mit den Translationen
bilden einen Normalteiler in Aff(.e/) isomorph zur Matrixgruppe

{( aé” i )laeK*,teK”“} ~ K™ x K

Satz 9.1.25. (PAPPOS) Seien Dim(</) = 2 und D, D’ zwei Geraden in o/ mit sechs verschie-
denen Punkten P,Q,R € D, P',Q',R' € D', von denen keiner in D N D’ liegt. Gilt (P, Q") ||

(Q,Paund (Q, R'), || (R,Q")a, 50 folgt (P, R')o || (R, P')q.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass D und D’ sich schneiden. Dann sei { Py} =
D N D' und f; die Streckung mit Zentrum Fp, die P in Q) = Fy + alﬁ’ uberfiihrt, und f,
die Streckung mit Zentrum P, die () nach R tberfiihrt. Es ist Q' = 7 (P), also f1(Q') =
fi(rv(P)) = 1av(fi(P)) = Tav(Q) = P' und ebenso f5(R') = Q. Dann ist (fs o f1)(P) = R
und (f; o f2)(R') = P'. Da der lineare Anteil von f; o f; gleich dem von f; o f, gleich bidy,
ist (fiir ein b € K*), gilt bPR' = RP und somit (P, R}, || (R, P')..

Falls D und D’ sich nicht schneiden, arbeitet man mit Translationen, denn dann sind D und
D' parallel. O

Den néchsten Satz kann man als weitgehende Verallgemeinerung einer Version des
Strahlensatzes auffassen.

Satz 9.1.26. Sei Dim(.«/) = n und H, fiir i = 1, 2,3 Hyperebenen in </, also affine Teilriume
der Dimension n — 1. Weiter seien Hy, Hy, Hs parallel und H, # H..

(1) Jede Gerade (= 1-dimensionaler affiner Teilraum von <), die nicht schwach parallel zu H,
ist, hat genau einen Schnittpunkt mit H, fiir i = 1,2,3. (Die Schnittpunkte sind offenbar
kollinear.)

(2) Das Teilverhiiltnis der drei Schnittpunkte aus (1) ist unabhingig von der Wahl der Geraden
und legt Hy auf Grund der Nebenbedingungen Dim Hy = n — 1, Hs || H; eindeutig fest.

Beweis.

(1) Sei W := T(H,) = T(Hy) = T(H3). Wir betrachten o/ /W = {P + W|P € &/} als
eindimensionalen affinen Raum und beachten, dass v : & — &/ /W : P — P+ W eine
affine Abbildung ist. Fiir jede Gerade G C &7, wie in (1) spezifiziert, ist v/ ein affiner
Isomorphismus. Klar: Die Schnittpunkte sind V|E;1(Hi) und die Behauptung iiber die
Teilverhaltnisse folgt auch, da diese bei Anwendung von affinen Isomorphismen fest
bleiben.

(2) Sei G eine Gerade wie in (1) angegeben. Dann gilt 7(</) = T (H,) @ T (G). Entspre-
chend haben wir eine affine Abbildung, genauer eine Parallelprojektion, von &/ ent-
lang 7 (H;) auf G, namlich

.9 = P~ P mit{P'}=(P+T(H))NG.
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(Man muss nachrechnen, dass dies eine affine Abbildung ist. Die Projektionseigen-
schaft ist klar.) Jetzt kann der Beweis analog zum ersten Beweis fortgesetzt wer-
den. 0

Ubung 9.1.7. Definiere Parallelprojektionen allgemein.

ﬂbung 9.1.8. Zeige, dass in der affinen Ebene zwei Geraden sich entweder schneiden
oder parallel sind. Genauer: Studiere die Bahnen unter der ebenen affinen Gruppe auf der
Paarmenge der Geraden in der affinen Ebene.

Eigentlich ist der Satz von PAPPOS ein Satz, der zur projektiven Geometrie gehort. Ahn-
lich ist es mit dem Satz von DESARGUES, der sich im affinen Raum abspielt. Der Beweis,
den hier gegeben wird, ist vielleicht vom synthetisch-geometrischen Standpunkt aus nicht
schon, demonstriert aber die DESCARTESsche Idee, durch Einfithrung von Koordinaten
geometrische Satze durch algebraische Rechnungen zu beweisen. Fiir kompliziertere Situa-
tionen kann man sogar Computer heranziehen, um derartige Beweise “durchzurechnen”.

Satz 9.1.27. (DESARGUES") Seien (A, B,C), (A", B',C") € &}, .iccn ZWei nicht entartete
Dreiecke, die keine Eckpunkte gemeinsam haben und fiir die (A, B), || (A", B')o, (B, C)4 || (B, C")a,
(A, C)q || (A, C")o. Dann schneiden sich die drei Geraden (A, A"),, (B, B'),, (C,C"), in einem ge-
meinsamen Punkt oder sind paarweise parallel.

.\

Beweis. Da die beiden Dreiecke nicht entartet sind, erzeugen sie einen drei- oder zweidi-
mensionalen affinen Raum. Wir behandeln nur den ersten Fall, den zweiten ist als Ubung
tiberlassen:

Alsosei (A, B, C, A’) nicht komplanar. Dann konnen wir affine Koordinaten s : (4, B,C, A"), —
K3*1 so wihlen (wir arbeiten hier nicht mit .«7,(K'), weil es uns nicht weiter hilft!), dass

0 1 0 0
k(A= 0 | ,kB)=[ 0 |, ,k(C)= 1 |,k(A)=1] 0
0 0 0 1

ist. Wegen der Parallelitdt der Seiten folgt durch kurze Rechnung

a 0
k(BY=1 0 |,k(C)=| a
1 1

fir ein a« € K. Da (A, B, C") nicht kollinear ist, folgt a # 0. Im Falle a« = 1 sind die drei
Geraden (A, A"),, (B, B'),, (C,C"), parallel. Anderenfalls schneiden sie sich in dem Punkt
mit den Koordinaten (0,0, ). O

Ende
Vorl. 23

*Genauer handelt es sich um eine affine Konsequenz der Umkehrung des (projektiven) Satzes von DE-
SARGUES. Die Umkehrung ergibt sich aber durch Dualisieren aus dem urspriinglichen Satz von DESARGUES.



Kapitel 10

Multilineare Algebra

10.1 Tensorprodukte von Moduln

Sei R ein kommutativer Ring und K ein Korper.
Definition 10.1.1. Seien M, N, T Moduln tiber R.
(1) Eine Abbildung ® : M x N — T heifit bilinear, falls
O(aV + 0V, W) =a®(V,W)+b0(V', W) furallea,b € R,V,V' € M,{W € N
und

O(V,aW + bW') = a®(V, W) + bd(V, W) fiir alle a,b € R,V € M,W,W’ € N.

(2) (®,T) heifit Tensorprodukt von M und N, falls

(@ @: MxN—=T:(V,IW)—V W bilinear ist und
(b) fiir jeden R-Modul U und jede bilineare Abbildung ® : M x N — U genau eine
lineare Abbildung ¢ : T" — U existiert, so dass das Diagramm

®X: MxN — T
PN Ly
U

kommutiert, d.h. ®(V, W) = p(V @ W).

Man sagt auch kurz: Ein Tensorprodukt ist eine universelle bilineare Abbildung .

Bemerkung 10.1.2. Sei A € R™*", B € R°*?. Das KRONECKER-Produkt von A und B
ist definiert als

AHB AlgB ce AlnB
Ao B — AQ.lB A22B e AQnB c pmoxmp.
AmB AneB ... An.B

Dann ist ® : R™*" x R**P? — R™°*" sicher bilinear. Frage: Ist es universell, also ein Tensor-
produkt?

Bemerkung 10.1.3. Falls ein Tensorprodukt von M und N existiert, ist es eindeutig bis
auf Isomorphie bestimmt.

69
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Beweis. Seien (®,7") und (®', U) Tensorprodukte der R-Moduln M und N. Dann haben wir
eine lineare Abbildung ¢ : 7T - U mit V@& W = (V@ W) fiuralle V € M, W € N und
eine lineare Abbildung ¢ : i/ — T mit V @ W = ¢(V & W). Also hat die Komposition
po1: U — U die Eigenschaft V &' W = (po¢)(V & W) furalleV € M, W € N ebenso wie
die Identitat id;, von U. Also ist ¢ o ¢ = idy. Analog v o ¢ = idy. D.h. ¢ und 7 sind invers
zueinander. [

Bemerkung 10.1.4. M = (my,...,m,), N = (n1,...,n,), so ist jede bilineare Abbildung
¢ : M x N — U eindeutig bestimmt durch alle ®(m;, n;).

Bemerkung 10.1.5. Das KRONECKER-Produkt ist ein Tensorprodukt. Genauer (®, R™°*")
ist ein Tensorprodukt von R™*" und R°*?.

Beweis. Eine bilineare Abbildung @ ist festgelegt durch die Bilder von (3, C'), wobei B und
C die Elemente von je einem freien Erzeugendensystem (=Basis) der beiden Ausgangsmo-
duln durchlaufen. Im vorliegenden Fall kann man die Standardbasen nehmen. Aber dann
bilden die KRONECKER-Produkte B ® C eine Basis von R™°*", namlich auch wieder die
Standardbasis bei geeigneter Anordnung. Also ist durch ¢ : B ® C' +— ®(B, C) eine lineare
Abbildung festgelegt, die unser Diagramm zum Kommutieren bringt. Es ist klar, dass man
keine andere Wahl fiir ¢ hat. O

Damit ist der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Tensorprodukte von freien Moduln vom
endlichen Rang (insbesondere von endlich dimensionalen Vektorraumen) bewiesen.

Bemerkung 10.1.6. Sind V und W K-VR der Dimension n bzw. m, so hat das Tensor-
produkt V ® W die Dimension nm. Genauer, ist B € V™ eine Basis von V und C' € W" eine
Basis von W, so ist

B®C .= (B1®01,B1®CQ,...,31®Cn,BQ®Cl,...Bm®Cn)E(V@W)mn

eine Basis von V @ W.

Satz 10.1.7. Seien M und N R-Moduln. Dann existiert bis auf Isomorphie genau ein Tensor-
produkt. Dieses wird mit (2, M ® N) bezeichnet.

Beweis. Die Eindeutigkeit haben wir schon bewiesen. Zur Existenz: Sei F' der freie R-Modul
mit Basis M x N, d.h.

F=H{ Z A(mn) (M5 1) | Q) € R, Ay # 0 nur fiir endlich viele (m,n)}

(mn)eEM XN
Setze
B = ((rmi+ma, sni4na)—rs(mi, ni)—r(mi,na)—s(ma, n1)—(ma,n2) | 1,8 € R,mi,ma € M,n1,n3 € N),

Behauptung: Ist 7' := F/Bsoist® : M x N — T,(m,n) — (m,n) + B =: w(m,n) ein
Tensorprodukt.

® ist bilinear nach Konstruktion, sprich nach Definition von 5.

® hat auch die universelle Eigenschaft: Ist U ein R-Modul und ¢ : M x N — U bilinear, so
gibt es genau einen R-Modulhomomorphismus ¢ : F' — U mit gjy«ny = 1, da F frei auf
M x N. Aus der Bilinearitdt von ¢ folgt, dass B < Kern(y). Somit induziert ¢ eine lineare
Abbildung 7" — U mit der gewiinschten Eigenschaft. O

Beispiel 10.1.8.
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(1) R=17, M =7/2Z = (a), N = Z/3Z = (b).
Hier ist M ® N = {0}. Denn jede bilineare Abbildung ® : M x N — U erfiillt

®(a,b) = 3P(a,b) — 2®(a,b) = ®(a,3b) — ®(2a,b) =0—0=0.

Q) R=12,M =7/2Z = {a), N = ZAZ = (c).
Dannist M ® N = Z/27. Denn jede bilineare Abbildung ® : M x N — U ist eindeutig
bestimmt durch ®(a,c) =: u. Es ist 2u = ®(2a,c) = 0. Umgekehrt definiert  : M x
N — Z/2Z, ®(a,c) := 1 4 2Z eine bilineare Abbildung.

Wir haben noch eine unmittelbare Konsequenz der Definition: Die Existenz von Tensor-
produkten von linearen Abbildungen.

Satz 10.1.9. Seien V,V' und W, W' K-Vektorriume mit linearen Abbildungen o : V — V'
und g W —W'.

(1) Es gibt genau eine lineare Abbildung
a®B VW =VeoW
mit (a® B) (VW) =a(V)® B(W) firalle Ve V,W € W.
(2) Sind B, B',C,C" Basen von V, V', W, W', so gilt
BEC! (o @ §)B9C = BB @ ¢ 5C,
wobei das zweite ® das KRONECKER-Produkt von Matrizen ist.

(3)
® : Hom(V, V") x Hom(W, W') — Hom(V @ W, V' @ W') : (p,9) = p @1

ist ein Tensorprodukt, insbesondere fiir endlich dimensionale Vektorriume gilt
Hom(V, V") ® Hom(W, W') = Hom(V @ W,V @ W').

Ende
Beweis. Vorl. 24

(1) Offenbar ist
VXW =V oW (VW)= aV)e (W)

bilinear. Mit der Definition des Tensorproduktes folgt die Behauptung.

(2) Sei P'af = M,% 3¢ =: N Dann ist

(a®B)(B;®C)) = a(Bi) @ B(C;) = (O MuBy) @ (Y N,;C) =
k I
=> Y MuN;B;, ®Cj.
kool
(3) Die Existenz der Abbildung folgt aus (1) und die Isomorphie aus (2). Il

Offenbar kann man K ® W mit WV identifizieren, indem man k® W mit kW furk € K, W €
W identifiziert. Dann bekommen wir eine wichtige Folgerung, wobei mit V* wie tiblich der
Dualraum Hom(V, K') bezeichnet wird:
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Folgerung 10.1.10. V* ® W = Hom(V, W). Genauer,
®: V" x W — Hom(V, W) : (¢, W) = (V = p(V)W)
ist ein Tensorprodukt.
Beweis. V* @ W = Hom(V, K) ® Hom (K, W) = Hom(V ® K, K ® W) = Hom(V, W). O

Bemerkung 10.1.11. (Konstantenerweiterung) Sei K Teilkorper eines Korpers F und V
ein K-Vektorraum. Dann ist Vp := F' ® V ein F-Vektorraum, die Konstantenerweiterung,
mit

a(b®V):=(ab) @ V furallea,b € F,V € V.

(1) Ist B € V" eine K-Basisvon V,soist 1 B := (1® By,...,1®B,,) € (Vr)" eine F-Basis
von Vg.

(2) Ist W ein weiterer K-Vektorraum und ¢ : V — W linear (liber K), so ist idp ®¢ :
Vr — Wr linear tiber F. Ist C' € W™ eine K-Basis von W, so ist

1®C(idF ®@)1®B — CQOB.

(3) Die beiden F-Vektorraume Hom(V, W)r und Hom(Vr, Wr) werden identifiziert, in-
dem man a ® ¢ fiir a € F,p € Hom(V, W) mit a ® ¢ identifiziert, wobei a die Ska-
lierung a : F — F,b — ab bezeichnet. (Hinweis: F' x Hom(V, W) — Hom(Vgr, Wp) :
(a,¢) — a ® ¢ ist ein Tensorprodukt.)

Beweis. Ubung. O

10.2 Die Tensoralgebra.

Wir haben bislang nur von Tensorprodukten von zwei Vektorrdumen gesprochen. Es ist
klar, dass man die Konstruktion auch fiir n Vektorraume durchfiihren kann. Wir begniigen
uns mit dem Fall n = 3.

Definition 10.2.1. Seien V) fiiri = 1,...n und W, T K-Vektorrdaume. Eine Abbildung
v X?:lvi — W

heifst multilinear, falls sie in jeder Komponente linear ist.
(®,T) heifst Tensorprodukt der Vs, falls T ein K-Vektorraum ist,

Q:xp V=T :(V,...,V)»Vi®...0V,
multilinear ist und fiir jede multilineare Abbildung
v X?:lvi — W

in einen beliebigen K-Vektorraum )V genau eine lineare Abbildung ¢ : 7 — WV existiert
mit U (V4,..., V) =p(Vi®...@V,) furalle V; € V,,i=1,...,n.

Satz 10.2.2. Bis auf Isomorphie gibt es genau ein Tensorprodukt (®,7T ) von (Vy, ..., V,). Die-
ses wird mit @], V; bezeichnet.
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Beweis. Der Beweis fiir den Fall n = 2 in Bemerkung 10.1.5 (bzw. Satz 10.1.7) tibertragt sich,
wenn man die offensichtliche Identitdat von KRONECKER-Produkten von Matrizen beachtet:
Fiir beliebige Matrizen A, B, C iiber R gilt:

A®(B®C)=(A® B)®C. O

Da offensichtlich sowohl V; ® (V» ® V3) als auch (V; ® V,) ® V5 ein Tensorprodukt von
(V1, Vs, Vs) ist, haben wir ein Korollar, das uns ermoglicht in Zukunft alle Klammerungen
bei Tensorprodukten zu ignorieren.

Folgerung 10.2.3. (V1 @ V) @ Vs 2V, @ (Vo @ V3) V1 @ Ve @ V3 mit (V1 @ V) @ V3 +
Viw (Ve Vs) < VioVe® VsfiraleV, € V;,i=1,2,3.

Definition 10.2.4. Sei V ein K-Vektorraum. Setze V®° := T°) := K1, ein eindimensio-
naler K-Vektorraum mit Basis 1 und V®" := T"V := @"V fur n > 0. Die Tensoralgebra TV
von V ist definiert als

TY = @ TV

iGZZO

mit der bilinearen Multiplikation
Vi®..V, (WMHe..eW,) =Vi®..eV, W a...0W,

furalleV e V™ W e V*und 1.X = X = X1 firalle X € TV.

Fiir die Tensoralgebra konnen wir nicht nur zeigen, dass sie eine Algebra ist, sondern dass
sie sogar eine universelle Eigenschaft hat, dhnlich wie das Tensorprodukt selbst.

Satz 10.2.5.
(1) TV ist eine assoziative K-Algebra.

(2) Ist of eine assoziative K-Algebra mit Einselement und ¢ : V — o/ eine lineare Abbildung,
so gibt es genau einen Algebrenhomomorphismus @ : TV — <f, der ¢ fortsetzt.

Beweis.
(1) Zeige, dass die Multiplikation wohldefiniert ist. Klar:
"V xT™Y =TV (X,)Y) > X QY

ist bilinear, sogar ein Tensorprodukt. Also ist die Multiplikation auf 7™V x T™) wohl-
definiert und bilinear. Diese wird bilinear auf ganz 7V x TV — TV fortgesetzt, was
wegen der Struktur von TV als direkte Summe wohldefiniert ist. Offenbar ist dieses
Produkt auch assoziativ, so dass wir eine K-Algebra mit Eins haben.

(2) Klar: Soll % ein Homomorphismus fiir Algebren mit Eins sein, so muss (1) = 1 € </
und (V1 @ ... @ Vy,) = (Vi) -+ - p(V,,) fiir alle V' € V" sein. Offenbar ist aber

VP Vs oVh) (Vi)

multilinear, so dass @), wohldefiniert ist. Da T'V direkte Summe der 7™V ist, folgt
die Behauptung.

]

Ende
Vorl. 25
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10.3 Alternierende Tensoren und die Grassmann-Algebra.

Lernziel: Alternierende Multilinearformen, alternierende Multivektoren, geometrische In-
terpretation, symmetrische Tensoren, Zusammenhang mit Polynomen.

Wir hatten frither Determinanten als alternierende Multilinearformen kennengelernt. Wir
wollen jetzt einen breiteren Kontext fiir Determinanten herstellen. Unsere Vektorraume
bleiben in der Regel endlich erzeugt.

Definition 10.3.1. Seien V, W K-Vektorraume.

(1) Eine multilineare Abbildung ¥ : V¥ — W heif3t alternierend, falls ¥ (V') = 0 fiir alle
V € V¥, fiir die verschiedene i, j € k existieren mit V; = V.

(2) (A, T) heifdt ein dusseres k-faches Produkt von V oder ein alternierendes k-faches
Produkt, falls 7 ein K-Vektorraum ist, A : V¥ — T : V — V4 A ... AV}, eine alternie-
rende multilineare Abbildung ist und fiir jeden K-Vektorraum W und jede alternie-
rende multilineare Abbildung ¥ : V¥ — W genau eine lineare Abbildung ¢ : T — W
existiert mit

(V) =p(ViA... AV fiiralle V € V¥

In der Schule gab es schon das erste Beispiele einer alternierenden bilinearen Abbildun-
gen: Das x-Produkt. Die Determinante ist ebenfalls eine alternierende Multilinearform.

Ubung 10.3.1. Zeige: Falls ein alternierendes k-faches Produkt von V existiert, so ist es
bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig.

Satz 10.3.2. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Es existiert bis auf eindeutige Isomor-
phie genau ein iusseres k-faches Produkt (A, T). Bezeichnung: \*V := T.

Beweis. Falls T existiert, sollte es nach Definition der Tensorpotenz ein epimorphes Bild von
TV sein. Ist e : T*V — T dieser Epimorphismus, so gilt sicherlich V; ® ... ® V} € Kerng,
sobald V; = Vj ist fiir ein Paar (¢, j) mit ¢ # j. Dies fiihrt uns zu folgendem Ansatz:

T = (T*V)/U,wolU von allen V; @ ... ®@ V;, mit V € V¥V, = V; fiir ein Paar (i,j),i # j
erzeugt wird. Es folgt sofort:

AVEST Ve VIA . AV=V®...0V,+U

ist multilinear und alternierend. Wir iiberpriifen die Universalitit: Sei ¥ : V¥ — W mul-
tilinear und alternierend. Nach Definition des Tensorproduktes haben wir eine eindeutige
lineare Abbildung a : 7%V — W mit (V) = a(V; ® ... ® V},) fiir alle V € V*. Da ¥ al-
ternierend ist, folgt &/ < Kern a. Also faktorisiert a tiber den natiirlichen Epimorphismus
e: T"V — T, d.h. es gibt eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : 7 — W mit ¢ o = o, d.h.
mit U(V) = (Vi AL A V). O

Leider sagt uns der Satz nichts tiber die Dimension von A" V. Wir schauen uns einige Bei-
spiele an:

Beispiel 10.3.3.

(1) Sei k > DimV, dann ist A"V = {0}. Denn sei ¥ : V¥ — W alternierend, so ist jedes
V' € V¥ linear abhingig und somit ¥(V) = 0 (Schluss wie bei der Determinante.)

2) ANy,
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(3) Sei n = Dim V. Dann gilt Dim A"V = 1. Genauer, ist B € V" eine Basis von V, so ist
(By A ... A B,) eine Basis von \" V. (Beweis: Ubung.) Andere Sichtweise: Im letzten
Semester hatten wir bereits gezeigt, dass der Vektorraum der alternierenden Linear-
formen eindimensional ist, und zwar von der Determinante erzeugt wird.

Satz 10.3.4. Sei DimV = n. Dann gilt Dim \*V = (7). Genauer: Sei B € V" eine Basis
von V. Fiir jede k-elementige Teilmenge I von n mit Elementen i; < iy < ... < iy sei By :=
Bi, ... A B;,. Dannist (B;|I C n,|I| = k) eine Basis von \* V.

Beweis.

(1) Die By erzeugen A" V: Zur Vorbereitung beachte
ViA...... AVy =sign(e)Wiy A ... AWy,

firalle V € V¥ 0 € S,,W = V o o. Dies folgt sofort fiir Transpositionen o und da
diese S erzeugen auch fiir alle o € Sj. Da nun klar ist, dass /\k VY von Elementen der
Form B,1) A ... A By erzeugt wird, wo a : k — n eine beliebige Abbildung ist, folgt
die Erzeugung aus der Multilinearitdt, der Umsortierungseigenschaft oben und der
offensichtlichen Tatsache, dass B,y A ... A By = 0ist, falls a nicht injektiv ist.

(2) Lineare Unabhédngigkeit: Sei ) ; a;B; = 0 fiir gewisse a; € K,I C n,|I| = k. Sei nun
J C n,|J| = k.Um a; = 0 zu zeigen, betrachte 7; : V — (B;li € J) : > a;B; —
Y ic; aiB; und sei det die Determinante von (B;|i € J) beziiglich (B;);c;. Dann ist

U,V KV e det(my(Vy), ..., 75 (Vi))

multilinear und alternierend. Nach Definition des dusseren Produktes haben wir eine
eindeutige lineare Abbildung v; : V¥ — K mit U,;(V) = ¢;(Vi A ... AV}, fiir alle

1 I=
V € V¥ . Klar: ¢y (B;) = 015 = {O I j’. Wenden wir also ¢y auf >, a;B; = 0 an,

so folgt a; = 0. O
Folgerung 10.3.5. Ein k-Tupel V € V* ist genau dann linear abhiingig, wenn Vi A.. . AV}, = 0
gilt.

Bislang war A nur eine alternierende multilineare Abbildung. Wir wollen uns {iberlegen,

. . k . .
dass man A auch als Verkniipfung auffassen kann und dabei alle A"V zu einem grosseren
Ganzen zusammenfassen.

Definition 10.3.6. Sei DimV = n und A’V := K1 ein eindimensionaler K-Vektorraum

mit Basis (1). Man setzt
n k
/\V = ke_% /\V

und definiert eine Multiplikation auf /A V, indem man die durch
k ! ket
Mea: A\Vx AV = AV:
VIN AV WA AW) =S VAL AVEATI AL AW,

definierten bilinearen Abbildungen zu einer bilinearen Abbildung

A AV AV = AV

zusammensetzt. (/A V, A) hei3t die dussere Algebra oder GRASSMANN-Algebra von V.
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Satz 10.3.7. \V ist eine assoziative Algebra der Dimension 2°™V.

Ende
Beweis. Wir miissen zuerst iiberlegen, dass das Produkt wohldefiniert ist. Dies ist mit der vy, 26

gegebenen Definition etwas umstandlich. Hier sind zwei andere Moglichkeiten:

(1) Man wiéhlt eine Basis B € V" und definiert fiir die Basis (B;|/ C n) das Produkt als
(Br,By) — By AN By := B;, A...\ B, was also 0 oder bis aufs Vorzeichen By, im

J|J)”
Falle I N J = {) ist. Dann setzt man bilinear fort und rechnet man die Eigenschaft aus

der Definition nach.

(2) Man geht von der Tensoralgebra 7V aus und betrachtet den Teilraum AV := ), ., A"V
mit A*Y < T*V erzeugt von allen V; @ ... ® Vj, fir V € V¥ mit zwei verschiedenen
Indizes 4, j mit i # j,V; = V;. Wir erinnern uns \*V = T*V/A*V. Also haben wir
einen Vektorraumepimorphismus o : TV — AV, der bei den Basisvektoren ® durch
A ersetzt, mit Kern o = AV. Nun hat AV folgende bemerkenswerte Eigenschaft:

X € AV,Y € TV impliziert XY, Y X € AV

(was den Relationen 0y = y0 = 0 in einem Ring R entspricht). Deswegen gilt fiir
X, XYY eTV:

X - XY -Y' € AV impliziert XY — X'Y' € AV,

d.h. wir konnen fiir die Restklassen nach AV widerspruchsfrei eine Multiplikation
tiber die Multiplikation der Vertreter definieren, oder anders ausgedriickt:

a(X)NaY) =a(X®Y)

ist eine wohldefinierte assoziative Multiplikation fur A V.

Bei der ersten Moglichkeit muss man noch die Assoziativitdt auf den Basisvektoren

tiberpriifen, bei der zweiten ist dies iiberfliissig.

Die Dimension ergibt sich aus 10.3.4. Man beachte By ist das Einselement der Algebra.
O

10.4 Symmetrische Tensoren.

Lemma 10.4.1. Die Operation von Sy, auf V* durch
Sex V= VE (0, V) Voot

induziert eine lineare Operation von Sy, auf T*V gegeben durch

O'(Z ayVi®...® Vk) = Zav‘/g—l(l) R...Q Vg—1(k),
\% \%

wobei o € Sy, und die Summe iiber endlich viele V € V* genommen ist. Diese Operation der Sy, ist
mit der Operation der GL(V) vertauschbar. Entsprechend bekommt man eine Operation von Sy, auf
THV* mit entsprechenden Eigenschaften.

Beweis. Ubung. O
Definition 10.4.2.

(1) Ein Tensor T' € T*V oder in T*V* heif}t schiefsymmetrisch, falls ¢(T") = sign(o)T fiir
alle o € Sj.
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(2) Sei

alt = alt, : TkV —)TkV Vi®..V,— Z Sigﬂ(O‘)VU(l) ®...®Vg(k),

oc€Sk

~k ~k
so dass A\ V = Bildalt;. Ein Tensor 7" € T*V heifit alternierend, falls T € A\ V =
Bild alty,.

Ubung 10.4.1. Zeige T € T"V ist genau dann schiefsymmetrisch, wenn o(7) = —T
tiir alle Transpositionen o € Sj. (Hinweis: sign ist ein Gruppenhomomorphismus und die
Transpositionen erzeugen S, als Gruppe.)

Klar: Alternierende Tensoren sind schiefsymmetrisch. Wie steht es mit der Umkehrung?

Bemerkung 10.4.3. Sei k! # 0 in K. Dann ist ;; alt;, € End(T*V) eine Projektion. Insbe-
sondere ist ein k-Tensor genau dann schiefsymmetrisch, wenn er alternierend ist.

Beweis. Seiw € GL(T*V) der von o € S, induzierte Automorphismus. Wegengo7 =507
und der Homomorphieeigenschaft von sign folgtaus alt = Y~ g sign(o)7, dass alt” = k! alt
gilt, woraus die Behauptung folgt. O

Das wahrscheinlich wichtigste Objekt, welches wir in diesem Abschnitt kennengelernt ha-
ben, ist die GRASSMANN-Algebra /A V*, die als wichtigste Elemente die alternierenden k-
Formen auf V beherbergt.

Wir kommen zu dem Fall symmetrischer Tensoren, bei dem wir uns kurz fassen konnen,
weil wir einerseits schon etwas Erfahrung von den schiefsymmetrischen Tensoren her ha-
ben und andererseits bereits {iber den Polynomring gesprochen haben, zu dem die symme-
trische Algebra isomorph ist.

Bemerkung 10.4.4. Sei V ein K-Vektorraum.

(1) Eine Abbildung ¥ : V¥ — W in einen K-Vektorraum W heifit symmetrisch, falls
U(V) = U(Voo)gilt fiir alle 0 € Si,V € V*. Ein symmetrisches Produkt (-, S*V) ist
eine universelle multilineare symmetrische Abbildung - : V¥ — S*V. Wegen der Uni-
versalitét ist S*V bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Es kann konstruiert werden
als

SV =V (Vi@ @V —V,0)®...Q0 Vo |Vi €V,0 € S).

-~

DFky

(2) Die symmetrische Algebra SV von V ist definiert als

SY = @Siv,

i>0

wobei SYV als einsimensionaler K-Vektorraum mit Basis (1) definiert wird. Das Pro-
dukt auf SV ist so definiert, dass der offensichtliche Epimorphismus 7'V — SV das
Produkt der Tensoralgebra 7'V auf SV iibertrdagt. Mit diesem Produkt ist SV eine as-
soziative und kommutative K-Algebra, und zwar universell assoziativ-kommutativ,
d.h. jede lineare Abbildung ¢ : V — & in eine kommutative, assoziative K-Algebra
</ (mit Eins) ldsst sich eindeutig zu einem K-Algebrenhomomorphismus @ : SV —
o/ fortsetzen. (Beachte S'V = V).)
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Wie beim alternierenden Produkt die GRASSMANN-Algebra das wichtigste Objekt war, so
ist es hier die symmetrische Algebra SV* auf V*, weil sie mit der Polynomalgebra identi-
tiziert werden kann und ihre Elemente in natiirlicher Weise die Polynomfunktionen indu-
ziert. Es folgt eine tabellarische Gegentiberstellung der analogen Begriffe fiir den alternie-
renden und den symmetrischen Fall. Man benutze es als Worterbuch, um die Theorie fiir
den symmetrischen Fall herzuleiten.

Alternierender Fall Symmetrischer Fall

A"V mit Erzeugern D"V mit Erzeugern

Vi®...0V,zwei V] gleich VI®...eVe—=V,1)®...0 Vo
mit o € S,

AV Sky

alternierendes Produkt symmetrisches Produkt

A:VE— APV Y %

Dim A*V = ) Dim S*Y = (")

GRASSMANN-Algebra A\ V symmetrische Algebra SV

Gruppenhomomorphismus Gruppenhomomorphismus

Sy — K* : 0 — sign(o) Sy > K101

schiefsymmetrische Tensoren in 7%V | symmetrische Tensoren in 7%V

alty 1= >, s, sign(o)o € End(T*V) | sym,, := > 5es, 0 € End(T*V)

GRASSMANN-Algebra A V* symmetrische Algebra SV*

und alternierende Formen auf V und Polynomfunktionen auf V

Ubung 10.4.2. Definiere symmetrische Tensoren in 7%V analog zu schiefsymmetri-
schen Tensoren.

Ubung 10.4.3. Sei B € V" eine Basis von V und X := B* € (V*)" die Dualbasis zu B.
Die Elemente von SV fassen wir auf als Polynome in den B; und die Elemente von SV*
fassen wir auf als Polynome in den X;. Fiir g € GL(V) sei G := B¢P. Zeige:

L) gp(Bi, ..., Bn) = p(g(B1), ..., g(By)) mit g(B;) = BG_; = Zj GjiBj.
2) g_lp(X17 ... ,Xn) = p(g_le, ce ,g_an) mit g_lXZ' = gtT(XZ> = X(Gtr)_,i = Zj Ginj.
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