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Aufgabe 1. Beweise Bemerkung 6.1.3.(e).

Aufgabe 2. Sei G ein wegzusammenhédngender topologischer Raum mit einer steti-
gen Abbildung (Multiplikation genannt) p: G X G — G, so dak ein Element 1 € G
existiert mit p(1,z) = p(x,1) = z fir alle x € G. Beweise:

(1) Fiir Schleifen o, 8 an 1 gilt [o] % [8] = [p o («, 8)] mit po (o, B) : [0,1] —
G, s = pla(s), B(s)).
(2) m (G, 1) ist eine ABELsche Gruppe.

Insbesondere sind Fundamentalgruppen von topologischen Gruppen immer ABELsch.

Aufgabe 3. Ein topologischer Raum X heilt semi-lokal einfach zusammen-
hingend falls jedes x € X eine Umgebung U € U(x) besitzt, so daf jede Schleife in
U an xg homotop in X zur trivialen Schleife ist. Klar: X einfach zusammenhéngend
=—> X semi-lokal einfach zusammenhéangend. Zeige:

(1) X = S' und Y = R?\ {0} sind semi-lokal einfach zusammenhéngend.

(2) Sei X ~ Y. X semi-lokal einfach zusammenhéingend = Y semi-lokal
einfach zusammenhéangend. D.h. semi-lokal einfacher Zusammenhang ist eine
Invariante des Homotopietyps. (Vgl. (1))

(3) Der HAwATianischer Ohrring X = (J°7, 0B1((%,0)) C R? ist nicht semi-

n=1 % n’
lokal einfach zusammenhéngend.

Aufgabe 4. Beweise:

(1) Die Gruppe der speziell-unitiren Matrizen SUy(C) := {U € C**? | U™! =
U" und detU = 1} € C**? ist homdomorph zu S°.
(2) SU,(C) ist einfach zusammenhéngend.

Fortsetzung in der Zusatzaufgabe.



Zusatzaufgabe

(3) Konstruiere einen Epimorphismus 7 : SUy(C) — SO3(R) auf der speziell-
orthogonalen Gruppe SO3(R) := {O € R**3 | 07! = O" und det O = 1}.

(4) Folgere aus Aufgabe 4, dak SU,(C) die 2-blittrige universelle Uberlagerung?
von SO3(R) ist.

(5) Zeige: Kern(m) = Cy, die Gruppe mit 2 Elementen.

(6) Zeige: SO3(R) ~ RP? (dies zeigt, dak RP? — im Gegensatz zu RP? — orien-
tiert ist).

(7) Zeige: m1(SO3(R), 1) = m (RP3, x9) = Oy, fiir einen (beliebigen aber festen)
Punkt z, € RP3.
Insbesondere ist die Fundamentalgruppe der Gruppe SO3(R) ABELsch, so
wie es Aufgabe 2 vorhersagt.

Hinweis zu (3): Betrachte die (sogenannte adjungierte) Operation von SUs(C) auf

(ihrer LiE-Algebra)
suy 1= {A € C¥? | A" = —Aund Spur(A) =0}

_ ta  b41ic _ 3
_{(b—ZC _m)la,b,ceR}_R,

vermoge SU,(C) x s1,(C) — suy(C), (U, A) — UAU . Beachte, daR die Determi-
nante eine Invariante dieser Operation ist.
Hinweis zu (7): Braucht Stoff der 12. Vorlesung.

IDiese Uberlagerung sorgt fiir das Auftauchen der Halbspin-Darstellungen (z.B. die Eichdar-
stellung des Elektrons) in der Quantenmechanik.



