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Abstract

Der Rat der Européischen Union (Ministerrat) ist das wichtigste Entscheidungsgremium der EU. Jeder
Mitgliedstaat wird durch einen Représentanten vertreten, wobei verschiedene Staaten durch das Abstim-
mungsverfahren unterschiedlich viel Einfluss auf die Beschliisse des Rates haben. Die vorliegende Arbeit
untersucht, wie man Stimmgewichte moglichst ,fair an die Lander im Ministerrat verteilt.

Der Einfluss eines Mitglieds wird durch den Banzhaf’schen Machtindex angegeben. Dieser beschreibt den
Anteil an moglichen Abstimmungskonstellationen, die der jeweilige Wahler durch seine Stimmabgabe be-
einflussen kann. Fiir eine faires Abstimmungsverfahren muss das von L. Penrose erstmals aufgestellte Qua-
dratwurzelgesetz gelten. Es besagt, dass der Banzhafindex eines Landes proportional zur Wurzel seiner Ein-
wohnerzahl sein muss. Diese Gesetzmaékigkeit ist das Ergebnis von Untersuchungen zur Représentation der
EU-Biirger durch ihren Staatsvertreter im Rat. Den Betrachtungen liegt eine fiktive Volksabstimmung zu-
grunde, die einmal mit und einmal ohne Zulassung von Enthaltungen modelliert wird. Bei beiden Modellen
ist das Ergebnis das Quadratwurzelgesetz.

Anschliefsend wird der ,,Jagiellonische Kompromiss“ dargestellt, ein Abstimmungssystem von W. Stomczyriski
und K. Zyczkowski (Jagiellonen-Universitit Krakau), das Penroses Forderung annihernd exakt erfiillt: Die
Stimmen werden proportional zur Quadratwurzel der Bevolkerung verteilt, das Quorum ist von der Anzahl
der Mitgliedstaaten abhingig und betragt bei der aktuellen Zusammensetzung 61,4%.

Dieses Modell ist eine denkbare, wissenschaftlich begriindete Moglichkeit. Beim Vergleich mit dem 2007 von
den Staats- und Regierungschefs der EU-Mitglieder im Vertrag von Lissabon beschlossenen Verfahren fallen
signifikante Abweichungen von den beschriebenen mathematischen Modellen auf: grofe und kleine Staaten
sind dabei iiber-, mittlere unterreprasentiert.
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1. Einleitung

Der Rat der Européischen Union (kurz ,Ministerrat genannt) ist das wichtigste Entscheidungsgremium der
EU. Er ist verantwortlich fiir die zu erlassenden Rechtsakte. Er beschliefft gemeinsam mit dem Européischen
Parlament den EU-Haushalt. Ferner fillt er Entscheidungen beispielsweise in Aufsen- und Sicherheitspoliti-
schen Fragen.

Der Rat setzt sich zusammen aus je einem Vertreter jedes Mitgliedstaates. Je nach zu verhandelndem Thema
ist dies der zustdndige Fachminister. Bei aulenpolitischen Fragestellungen kommen also z.B. die Aufenmi-
nister zusammen.

Die meisten Entscheidungen im Rat werden per Abstimmung getroffen. Dabei muss eine bestimmte qualifi-
zierte Mehrheit erreicht werden'. Die Formalititen hierfiir regelt seit 2004 der Vertrag von Nizza, 2014 tritt
das Verfahren in Kraft, welches 2007 im Vertrag von Lissabon beschlossen wurde.

Die qualifizierte Mehrheit wird nach der doppelten Mehrheit von Mitgliedstaaten und Bevolkerung berech-
net: Eine doppelte Mehrheit ist dann erreicht, wenn 55% der Mitgliedstaaten zustimmen, die gemeinsam
mindestens 65% der européiischen Bevolkerung vertreten.

Im Rahmen dieser Arbeit soll untersucht werden, wie ein Abstimmungsverfahren aussehen muss, um grofst-
mogliche Fairness zu gewahrleisten. Hierzu wird zuerst ein mathematisches Modell fiir die Messung von Macht
eines Wihlers bei einer Abstimmung entwickelt (Kapitel 2). Anschliefend werden Bedingungen aufgestellt,
die ein faires Abstimmungsverfahren erfiillen muss (Kapitel 3 und 4). Daraus wird dann ein solches Verfahren
abgeleitet (Kapitel 5). Dieses wird anschliefsend gewiirdigt und es wird ein Ausblick auf weiterfithrende Fra-
gestellungen gegeben (Kapitel 6). Der Anhang enthélt zusitzliches Datenmaterial, Angaben zur verwendeten
Nomenklatur sowie das Literaturverzeichnis.

IPolitisch besonders brisante Fragen wie z.B. das Asylrecht miissen einstimmig beschlossen werden



2. Machtindizes

2.1. Definition von Macht

In dieser Arbeit wollen wir untersuchen, wie man die Stimmgewichte im Ministerrat optimal verteilen kann.
Mit den Stimmgewichten verteilt man ,,Macht“. Um Machtverteilung mathematisch analysieren zu kénnen,
brauchen wir eine ,Mafeinheit* fiir Macht. Dazu wurden verschiedene Modelle aufgestellt, von denen das
gelaufigste, der Banzhaf’sche Machtindex, im Folgenden genauer beschrieben werden soll. Dabei bedeutet
Macht eines Mitgliedes in einem Gremium, dass das Mitglied durch Abgabe seiner Stimme(n) die Entschei-
dung des Gremiums zu einer Frage (z.B. Gesetzesvorlage etc.) verdndern kann. Je 6fter es genau auf die
Stimme(n) eines Mitglieds ankommt, desto grofer ist seine Macht.

2.2. Der Banzhaf’sche Machtindex

Nehmen wir an, dass in einem Gremium nur Fragen diskutiert werden, zu denen die Mitglieder jeweils ,,ja‘“
oder ,nein“ (Zustimmung bzw. Ablehnung) sagen konnen. Dies entspricht im Normalfall der Entscheidungs-
findung in den meisten politischen Gremien, auch im Ministerrat der EU?. Die Menge aller Wihler dieses
Gremiums, die zu einer Frage mit derselben Meinung abstimmen, nennen wir Koalition. Fiir jede Abstimmung
gibt es also zwei Koalitionen: Eine die dem Vorschlag zustimmt und eine, die ihn ablehnt. Eine gewinnende
Koalition ist eine Koalition, deren Mitglieder zusammen geniigend Stimmen haben, um die Abstimmung
zu gewinnen. Eine von einem Mitglied = beeinflussbare Koalition K ist eine Koalition, die folgende drei
Bedingungen erfiillt:

1. z ist ein Mitglied von K.
2. K ist eine gewinnende Koalition.
3. Wenn z aus K entfernt wird, ist K keine gewinnende Koaltion mehr.

Das heiftt, dass der Ausgang der Wahl von der Entscheidung von x abhéngt.

Definition Sei Kj(x) die Anzahl der von z beeinflussbaren Koalitionen und Kges die Gesamtzahl an mog-
lichen Koalitionen, die in einem bestimmten Gremium mit Beteiligung von x gebildet werden konnen. Den
Quotienten

_ Ki(2)
By = Kynla) (2.1)

nennen wir den Banzhaf-Inder von x in diesem Gremium. Er gibt an, welcher Anteil an allen denkbaren
Koalitionen von z beeinflussbar ist.

Beispiel Ein Gremium habe die drei Mitglieder A, B und C' mit den Stimmgewichten 3, 4 und 5. Damit eine
Koalition gewinnend ist, brauche sie 8 Stimmen (%—Mehrheit). Betrachten wir Mitglied A. Es kann folgende
Koalitionen bilden: A, AB, AC, ABC. K4s(A) ist also 4. Von diesen Koalitionen sind nur AC und ABC
gewinnend. Von diesen wiederum ist nur AC' von A beeinflussbar, also ist K3(A) = 1 und damit 84 = %.

Durch analoge Betrachtungen erhélt man S = % und B¢ = %

Bemerkung Obwohl B mehr Stimmen hat als A, haben beide denselben Machtindex. Und obwohl C' nur
das 1,25-fache der Stimmen von B hat, hat C' dreimal soviel Macht. Es ist also nicht ohne weiteres moglich,
von den Stimmgewichten auf den tatsdchlichen Einfluss zu schlieften.

2Was sich &ndert, wenn man auch noch eine dritte Entscheidungsmoglichkeit, die der Enthaltung, zulésst, diskutieren wir in
Kapitel 4. Die folgende Definition ist ohne weiteres auf diesen Fall {ibertragbar.



3. Das Quadratwurzelgesetz von Lionel Penrose

3.1. Ansatz

Die erste allgemein anerkannte mathematische Losung des Stimmverteilungsproblems entwickelte 1946 Lionel
Penrose [4]. Seine Argumentation baute darauf auf, dass jeder EU-Biirger den gleichen Einfluss auf die
Entscheidungen im Européischen Rat haben muss. Die Vetreter jedes Landes sollen im Idealfall so stimmen,
wie die jeweilige Bevolkerung es tédte. Wenn also eine Mehrheit im Land fiir den Vorschlag herrscht, so sollte
der Représentant bei der Abstimmung auch fiir den Vorschlag votieren.

Den Einfluss eines Mitglieds bei einer Abstimmung (hier: eines Biirgers in einer Volksabstimmung) kann
man, wie wir schon gesehen haben, mit dem Banzhaf’schen Machtindex angeben. Wir werden also den Index
3, allgemein fiir einen Biirger eines Staates 2 mit n Einwohnern® bestimmen. Wenn jeder Mensch innerhalb
der EU den gleichen Einfluss haben soll, muss fiir den Machtindex 3, des jeweiligen Landes gelten:

B Br = c (3.1)

wobei ¢ > 0 eine beliebige Proportionalitdtskonstante ist, die fiir jedes Land x gleich ist. Wenn wir fiir 5,
den Wert c - ﬁ% wahlen, ist (3.1) erfiillt. Wir fordern also:

! 1

Ba
Fiir eine Stimmenverteilung, die dieses Kriterium erfillt, ist die Macht jedes EU-Biirgers wie gefordert
unabhdngig von der Einwohnerzahl seines Heimatlandes.

Ba (3.2)

3.2. Die Macht des Biirgers: Konkrete Berechnung von B;

Der Banzhaf’sche Machtindex j, ist, der Definition (2.1) folgend, das Verhéltnis der Anzahl [/(\b(:n) der
Konstellationen, die ein einzelner Biirger B durch seine Stimme beeinflussen kann und der Gesamtzahl
K ges(x) aller denkbaren Konstellationen, die B enthélt. Bei n Einwohnern gilt also:

Bo = ——. (3.3)

3.2.1. Berechnung von I?g\es(:c)

Jeder Wahler hat zwei Moglichkeiten: Zustimmung und Ablehnung. Die Entscheidung des betrachteten Biir-
gers B ist jedoch schon festgelegt, da er bei jeder hier gezdhlten Koalition dabeisein muss (s.0.). Bei n
Whiéhlern ergibt dies

—

Kyes(z) = 2771 (3.4)

mogliche Konstellationen.

3n ist natiirlich von x abhiingig, und es gibt mehrere verschiedene n, fiir jeden Staat eines. Korrekterweise miissten wir also
n(z) oder n, schreiben. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit bleiben wir jedoch bei n und setzen stillschweigend voraus, dass
bei den Betrachtungen mit n jeweils nur die Einwohnerzahl eines bestimmten Staates x gemeint ist.



3.2.2. Berechnung von I/(\b(x)

Bei den folgenden Berechnungen nutzen wir u.a. folgende Approximation

Satz (Stirling'sche Formel fiir groRe Fakultdten):
Fiir gentigend grofie n € N gilt:
n

n! =~ 2mn- <E>n (3.5)

Den Beweis werden wir an dieser Stelle nicht fiihren. Er findet sich z.B. in Forster, Analysis 1 [1].

Ein Vorschlag gilt als angenommen, wenn bei einer Volksabstimmung mehr Ja- als Nein-Stimmen existieren
(absolute Mehrheit). Hier miissen wir zwei Félle unterscheiden: n ist ungerade bzw. n ist gerade.

n ist ungerade Das bedeutet, dass n— 1 gerade ist. B kann das Wahlergebnis nur dann durch seine Stimme
Hkippen“, wenn alle anderen Wéhler in zwei gleich grofie ,Lager” gespalten sind. Dies ist dann der Fall, wenn
von deren n — 1 Stimmen genau %(n — 1) fiir den Vorschlag sind (und entsprechend genauso viele dagegen).
Um aus einer (n — 1)-elementigen Menge von Stimmen (n — 1) Elemente auszuwihlen, die dafiir bzw.

dagegen sind, gibt es
— n—1
o - ()
Ln—1)

m(n—1)

Moéglichkeiten.

n ist gerade Die n—1 anderen Stimmen kénnen nicht mehr in gleich viele Zustimmungen und Ablehnungen
aufgeteilt werden, denn n — 1 ist ja ungerade*. Das bedeutet, dass eine gewinnende Koalition (mit dem
betrachteten Biirger) nicht mehr mit genau einer Stimme fiihren kann, sondern mindestens mit 2. Dies ist
auch der einzige Fall, wenn eine solche Koalition durch B beeinflussbar ist. Wenn er aus der gewinnenden
Koalition entfernt wird, hat diese eine Stimme weniger und die gegnerische Koalition eine Stimme mehr. Es
herrscht also Gleichstand. Damit ist die erste Koalition keine gewinnende mehr, und sie war beeinflussbar
von B.

B nicht mitgezahlt hat diese beeinflussbare Koalition & Mitglieder. Dafiir gibt es ("%1) Moéglichkeiten.

4Daran kann man schon sehen, dass dann Gleichung (3.6) nicht mehr gelten kann, da in diesem Fall 1(n — 1) keine natiirliche
Zahl ist



Es gilt also fiir ein gerades n:

R = (")

I3

g ()0 ()T
\/m. (n;1)n—1

2 ()t om g (2) T

Va1 ()"
e ey <m)

2e
Fiir sehr grofse n gilt nun
nn—2) ~ n-—1. (3.7)

Da n ja Bevolkerungszahlen angibt, haben wir es mit sehr groftfen Zahlen zu tun. So ist der kleinste vorkom-
mende Wert nypata = 405.578 (Stand Dezember 2006). Rechnet man (3.7) fiir diesen Wert mit 16stelliger
Genauigkeit aus (z.B. mit MATLAB), so erhélt man

V/405.578 - 405.576 ~ 405.576,999.998.767.2,

was eine fiir uns ausreichende Genauigkeit sein sollte. Setzen wir also mit der Naherung (3.7) unsere Berech-
nung fort:

e
1\n—2 n

Ky(z) =

2m(n — 1) - (2=1)"

To(n-1)- (3" 4
_ 2r(n—1)-2=1. ¢
=1 (3)"
_ V2

Q

(3.8)

Zu beachten ist, dass sowohl fiir gerades n nach (3.6) als auch fiir ungerades n nach (3.8) mit minimalem
Fehler dasselbe Ergebnis fiir K;(x) herauskommt.

Wir konnen also abschliefiend festhalten:

- 2 2n71
Ky(z) = \/; NCED (3.9)



3.2.3. Zusammenfassung zu B;

Fiir B; gilt somit:

Ba

(3.10)

Wegen der grofen Werte fiir n konnen wir auch hier wieder eine Vereinfachung durchfiihren, ohne signifikante
Verfalschungen zu verursachen:

—~ 2 1

— 2. 3.11

Da \/g konstant ist, gilt
o~ (312
3.3. Zusammenfassung
Setzen wir (3.12) in (3.2) ein, erhalten wir nichts anderes als das Quadratwurzelgesetz von Penrose:
Satz (Penrose):
Der Machtindex eines Landes muss proportional zur Quadratwurzel seiner Einwohnerzahl sein!
!
g L vm (3.13)

Bemerkung (3.13) bezieht sich auf den Machtindexr eines Landes x, nicht auf das Stimmgewicht! Durch
dieses Quadratwurzelgesetz allein kann man noch nicht auf eine optimale Stimmenverteilung schliefsen.



4. Weitergehende Betrachtungen

Lionel Penroses Uberlegungen basieren darauf, dass jeder Biirger die Moglichkeit hat, sich zwischen Ja
und Nein (Zustimmung und Ablehnung) zu entscheiden. In der Realitdat wird dies aber nicht jeder tun.
Verschiedene Themen sind nicht fiir jeden interessant, oder man kann sich nicht entschliefsen, ob man einen
Vorschlag gut oder schlecht findet. In diesem Fall wiirde man sich bei einer Abstimmung wahrscheinlich
enthalten. Enthaltungen sind bei Penrose nicht beriicksichtigt. Im Folgenden wollen wir untersuchen, was
fiir Auswirkungen auf den Machtindex des Biirgers es hat, wenn man im Modell Enthaltungen zul&sst.

Vorbemerkung Schon in Kapitel 3 galt, dass beim Z&hlen der Koalitionen berticksichtigt werden muss, dass
die Entscheidung des betrachteten Wahlers B schon festgelegt ist. Dies miissten wir auch hier beriicksichtigen.
Allerdings haben wir auch gesehen, dass der Fehler, der bei Nichtbeachtung dieser Tatsache entsteht, fiir
ausreichend grofe n verschwindend gering ist (3.11). Wir rechnen im Folgenden der Einfachheit halber also
mit n Biirgern statt mit n — 1.

4.1. Die Anzahl der méglichen Wahlausgange

Jeder Biirger hat nunmehr 3 Moglichkeiten, abzustimmen: Ja, Nein und Enthaltung. Bei n Bilirgern ergeben
sich dadurch 3™ mogliche Konstellationen.

4.2. Die Anzahl an beeinflussbaren Konstellationen

Die Anzahl der beeinflussbaren Konstellationen I/(i/(x) ist gleich der Summe der Anzahl der beeinflussbaren
Konstellationen mit keiner (I/(b\,o(m)), einer (I?;l(x)), zwel (I?;:g(x)), ey Mg (I?b\m(x)) Enthaltungen. Wenn
sich ¢ Biirger enthalten, gibt es, da diese ¢ nunmehr keinerlei Einfluss haben, genauso viele beeinflussbare
Konstellationen wie bei (n — ¢) Wéhlern ohne Enthaltung, und das sind nach (3.11)

\/Z.Q”i. \/7% (4.1)

Nun muss noch berticksichtigt werden, dass es fiir verschiedene Anzahlen ¢ von Enthaltungen auch verschieden
viele Moglichkeiten gibt, wer sich enthélt. Aus n Wahlern ¢ auszuwéhlen, die sich enthalten, ist auf (7;) Weisen

moglich.

4.3. Zusammenfassung zum Machtindex

Also gilt fiir den Machtindex B;, bei Zulassung von Enthaltungen:

n—1
n 2 n—i,  _ 1
B SO RIVER Gl =
Be = 5 (4.2)

1
vVn—i
Enthaltung), kann es aber auch keine gewinnende Koalition geben. Daher betrachten wir nur den Fall, dass

der Index 7 der Summe nur bis n — 1 14uft.

Fiir ¢ = n ware nicht mehr definiert. Bei einer Abstimmung, an der sich niemand beteiligt (kollektive

10



4.4. Vereinfachung

Der recht komplizierte Term fiir den Machtindex soll nun vereinfacht werden. Hierzu bemerken wir zuerst,
dass nach dem binomischen Lehrsatz gilt:

i(?) onTt = gn (4.3)

1=0

Wenn wir also statt ——— einen konstanten Faktor ¢ hiitten, der nicht von i abhingt, kénnte dieser unbequeme

Term ,herausfallen”, da auch im Nenner 3" steht. Wir suchen also nach einer solchen Konstanten, fiir die der
Fehler, der beim Ersetzen von —A— entsteht, moglichst gering ist.

vn—i

n—1 )

Betrachten wir hierfiir die einzelnen Summanden von Y (7) - 2”7, also der Summe aus (4.2) ohne den
i=0

Wurzelquotienten, den wir ja ersetzen wollen. Hierzu definieren wir eine Funktionenschar f, : N — N mit

fa(@) = (7.1)-2”‘1' (4.4)

]

und untersuchen deren Verlauf. Mithilfe einer zweiten Funktionenschar

gn(i) = \/% (4.5)

= V=i
lassen, g, aber durch eine konstante Funktion ersetzen.
In erster Naherung kénnen wir f,, graphisch darstellen. Da die auftretenden Fakultéten allerdings Zahlenwerte
liefern, die den fiir herkdmmliche Computer darstellbaren Zahlbereich (,Range®) tiberschreiten, ist dies nur
fiir relativ kleine n moglich.

n—1 ) n—1
konnen wir Y (%) - \/g -2n= . —L_ gchreiben als /2 - 3 fu(i) - gn(i). Wir wollen also f, unveréndert
i=0 i=0

90 120 150 ¢

Abbildung 1: f, fir n = 150
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Der Graph hat ein ausgeprégtes Maximum fiir ¢ &~ 50 und fallt fiir kleinere und gréfsere ¢ steil ab. Verglichen
mit dem sehr groken Wert beim Maximum (f,,(50) ~ 2, 55161 -107) sind die Funktionswerte fiir i < 30 und
1 > 70 verschwindend gering.

Wir wollen nun die mathematische Begriindung fiir diesen Verlauf finden. Hierzu wollen wir zunéchst das
Maximum allgemeingiiltig bestimmen. Die {ibliche Vorgehensweise der Bestimmung iiber die Nullstelle der
ersten Ableitung kann hier jedoch nicht angewandt werden, da f,, nur fiir ¢ € N definiert und somit nicht
stetig ist. Stattdessen untersuchen wir die relative Anderungsrate von f,, wenn wir das Argument i um 1
erhéhen. Der Quotient

fali +1)
fa(0)
ist genau dann grofer oder gleich 1, wenn der Graph monoton steigt, und kleiner als 1, wenn er monoton
fallt. Wir vermuten, dass ! ’}S(—;—)l) bis ungefihr i = § grofer oder gleich 1 ist, und fiir grofere 7 kleiner als 1.
fn(d)
—i—1
o (111) 2n > 1
(7?) . on—i -
(2
R A
i+ D)-(n—i—1)!
n! . 2n—z’ Z 1
i-(n—i)!
1 — !
_ (n z).. 1 S
G+ (n—i—-1)! 2 —
n—e LSy
1+1 2
S n—i > 2142
n—2
> 4.6
e (16)
Also hat f, ein Maximum genau bei ip = |252%| ~ | 2| (|2 ist die grokte ganze Zahl, welche kleiner oder
gleich x ist). Fiir geniigend grofte n gilt weiterhin: L%J ~ 3, also
, n
o ~ g (4.7)

Wenn wir als konstanten Faktor ¢ nun wéhlen, ist der entstehende Fehler sehr klein:

1
Vn—ig
e Fiir den groften Summanden (den groften Wert von f,) ist der Fehler Null, da wir die Konstante ja

genau gleich dem Faktor gewéhlt haben, der diesem Summanden zugehorig ist.

e Fiir die nahe dem Maximum liegenden ebenfalls sehr grofen Funktionswerte ist der Fehler sehr klein,
da die Konstante von deren zugehorigen Faktoren besonders fiir grofe n nur wenig abweicht.

e Je weiter man sich vom Maximum entfernt, desto gréfer werden die Fehler, aber durch die nunmehr
(relativ zum Maximum) sehr kleinen Funktionswerte von f;, fallen sie trotzdem kaum ins Gewicht.

e 7u guter letzt ,mitteln” sich einige der entstehenden Fehler ,heraus“, weil die bei links vom Maximum
liegenden 4 entstehenden Werte zu grofs, fiir rechts davon liegende zu klein sind.

Wie in Abb. 6 (Anhang A.2) zu sehen, scheint der Quotient aus erhaltenem Naherungswert und Ausgangs-
term fiir grofse n gegen 1 zu streben, wobei der Fehler schon friih sehr klein wird. Es liegt eine sehr gute
Ubereinstimmung mit dem vorhandenen Datenmaterial vor. Ein streng mathematischer Beweis fiir die All-
gemeingiiltigkeit steht aber noch aus, es handelt sich hier ,nur“ um eine Vermutung.

12



Es gilt damit:

— —
ﬁa: = =0 3n
n—1
(Tzl) % 2n nl—io
~ 1=0
~ 3
nil (%) -4 /2 - 2n 1
an = ™ n—jg
~ ™
n}—:l (n) ) \/g . gn—i 1
i=0 " V20
n—1 n
! 2n—'L
_ 1 . \/5 ’L; (z)
%n s 3n
> ()2
_ 1 . g =0 !
/%n T 3"
B 1 2 3"
/%n T 3"
B 1 2
Jin U
3 1
— 2. 4.8
T (4.8)
woraus direkt folgt
— 1
Bx ~ %
!
- B, ~ n, (4.9)

worin wir wieder das Quadratwurzelgesetz erkennen, lediglich mit einer anderen Proportionalitdtskonstante,
die aber fiir unsere Zwecke, wie schon weiter oben erwidhnt, unerheblich ist.
Interessant ist, dass bei diesem anderen Ansatz, der zu einer grundverschiedener Rechnung fiithrt, dasselbe

Ergebnis, die Quadratwurzel, herausgekommen ist wie bei den Uberlegungen, die zu Penrose’s Gesetz gefiihrt
haben.
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5. Vom Quadratwurzelgesetz zur Stimmenverteilung

5.1. Der Jagiellonische Kompromiss

Wie wir bereits in Kapitel 2 festgestellt haben, sind Machtverteilung (nach Banzhaf) und Stimmenvertei-
lung in den meisten Féllen nicht dquivalent. Wir wollen nun eine Stimmenverteilung konstruieren, die das
Quadratwurzelgesetz erfiillt, welches in den Kapiteln 3 und 4 als Voraussetzung fiir eine moglichst faire
Stimmenverteilung ermittelt wurde. Die beiden polnischen Mathematiker Wojciech Stomczyniski und Karol
Zyczkowski von der Jagiellonen-Universitit in Krakau beschreiben eine solche Stimmenverteilung in ihrer
Arbeit [7]. IThr Modell wurde unter dem Namen , Jagiellonischer Kompromiss* bekannt.

Sie schlagen ein Abstimmungsverfahren vor, welches folgendes Kriterium beinhaltete: Die Stimmgewichte
jedes Mitgliedstaats werden proportional zur Qudratwurzel der Einwohnerzahl verteilt; die Entscheidung des
Rats gilt als gefallen, wenn die Summe der Stimmgewichte ein gewisses Quorum R iibersteigt. Das Quorum
ist der Anteil an beflirwortenden Stimmen bei einer Abstimmung, der fiir einen erfolgreichen Beschluss
notwendig ist. Ausgehend von den Populationen der (zum Zeitpunkt ihrer Veréffentlichung) 25 EU-Mitglieder
(Stand 1. Januar 2003) analysierten sie die Machtindizes der Staaten in ihrem System als Funktionen des
Quorums R. Die folgende Abbildung zeigt das Verhéltnis von Banzhaf-Index ,(R) zu den Stimmgewichten,
die proportional zu y/n (n: Bevolkerungszahl) gewihlt sind, exemplarisch fiir fiinf Staaten. Interessanterweise
schneiden sich alle 25 Kurven niherungsweise in einem einzigen Punkt mit dem kritischen Quorum R23

opt -
62%.

Banzhaf —Index

Stimmgewicht
1,05 $ Luxemburg
Niederlande
1,000 1 Polen
|
|
: \ Frankreich
0,95 :
|
: P Deutschland
T
|
0,5 0,55 0,6 | 0,65 R
|
0,62

Abbildung 2: Verhéltnis von Macht zu Stimmgewicht in Abhéngigkeit vom Quorum R nach [7] mit freund-
licher Genehmigung von Dr. Wojciech Stomczyriski

Da die Werte der Quotienten bei diesem Schwellenwert sehr nahe an 1 liegen, was Stomczyniski und Zycz-
kowski in weiteren Untersuchungen belegen konnten, ist es moglich, den optimalen Wert fiir das Quorum
anzugeben, bei dem der Machtindex praktisch gleich dem Stimmgewicht ist, und damit proportional zur
Quadratwurzel aus der Bevolkerungszahl. Somit ist das Quadratwurzelgestz von Penrose quasi exakt erfiillt.
Durch empirische Untersuchungen an verschiedenen Zusammensetzungen der EU bei zufilligen Populatio-
nen der Mitgliedstaaten fanden sie heraus, dass dieser Zusammenhang nicht auf die aktuelle Konstellation
beschrankt ist, sondern allgemeingiiltig zu sein scheint. Ein streng mathematischer Beweis fehlt indes noch.
Der Wert des Quorums strebt dabei mit steigender Zahl von EU-Mitgliedern gegen 50% (s. Abb. 5).

Fiir die EU-27 ist das optimale Quorum Rg;t ca. 61,4%. Die Stimmenverteilung im Vergleich zum Machtindex
ist in Abb. 4 im Anhang A.1 aufgefiihrt.
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5.2. Der Vertrag von Lissabon

Wir wollen nun noch kurz das Wahlsystem betrachten, welches letztendlich 2007 im Vertrag von Lissabon
beschlossen wurde. Fiir die meisten Abstimmungen soll dabei gelten: Ein Beschluss gilt als getroffen, wenn

1. mind. 55% der Mitgliedsstaaten zustimmen und
2. diese zusammen mind. 65% der EU-Bevolkerung reprisentieren.
3. Weiterhin muss eine blockierende Minderheit mind. aus vier Mitgliedstaaten gebildet werden.

Das erste Kriterium bedeutet, dass jeder Staat eine Stimme hat, das zweite ist gleichzusetzen mit dem Fall,
dass das Stimmgewicht proportional zur Einwohnerzahl steigt. Das dritte hat auf die Machtindizes keinen
signifikanten Einfluss, da es nur sehr wenige Konstellationen gibt, in denen seine Anwendung notig wird.

Wenn man die Machtindizes der Mitgliedstaaten auf Grundlage dieses Abstimmungsverfahrens mit einem

schnellen Computer berechnet (siehe etwa [7, 3]), so erhélt man folgendes Ergebnis:

Machtindex nach dem Vertrag von Lissabon
== Machtindex nach dem Quadratwurzelgesetz
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Abbildung 3: Macht der Mitgliedsstaaten der EU-27 nach dem Vertrag von Lissabon im Vergleich zum Qua-
dratwurzelgesetz nach [5| mit freundlicher Genehmigung von Dr. Christoph Poppe. Siehe auch
Abb. 4 in A.1

Die Machtindizes, die der Vertrag von Lissabon durch sein Wahlsystem vorschreibt, werden hier mit denen
verglichen, die die Mitgliedstaaten geméfs dem Quadratwurzelgesetz haben diirften. Es ist zu beobachten, dass
die vier grofsten Staaten, insbesondere aber Deutschland, deutlich zu viel Macht haben, ebenso die kleinen
wie etwa Malta. Dagegen sind die Staaten mit mittlerer Bevolkerung, insbesondere Polen, die Niederlande
und Ruménien, unterreprisentiert.
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6. Fazit

6.1. Ergebnis

Wie wir gesehen haben, lisst sich die Macht eines Wihlers (egal ob Biirger in einer Volksabstimmung oder
Minister im Rat der EU) durch den Banzhaf’schen Machtindex ausdriicken. In dieser Arbeit konnte gezeigt
werden, dass er bei gleichen Stimmgewichten umgekehrt proportional zur Quadratwurzel aus der Anzahl der
Wahler ist, und zwar sowohl, wenn man Enthaltungen zulésst, als auch, wenn man sie ausschlieftt. Damit
die Biirger der EU alle gleichermafien im Ministerrat représentiert werden, unabhéngig, aus welchem Land
sie stammen, miissen die Machtindizes der Mitgliedstaaten im Rat proportional zur Quadratwurzel ihrer
Einwohnerzahl sein. Dieses Kriterium wird von einem Abstimmungsverfahren, welches unter dem Namen
,Jagiellonischer Kompromiss® bekannt wurde, nahezu perfekt erfiillt. Dabei bekommt jeder Staat ein Stimm-
gewicht proportional zur Quadratwurzel der jeweiligen Einwohnerzahl zugewiesen und das Quorum wird auf
einem bestimmten Wert festgesetzt, der fiir 27 Mitgliedstaaten bei 61,4% liegt und mit steigender Mitglieds-
zahl sinkt. Im Gegensatz zum Jagiellonischen Kompromiss weicht das Verfahren, welches der Vertrag von
Lissabon vorschreibt, vom Quadratwurzelgesetz teilweise recht deutlich ab.

Die Einfithrung des Jagiellonischen Kompromisses als Wahlsystem fiir den Rat der EU hétte neben der
bereits besprochenen Fairness in Bezug auf Reprasentation noch weitere Vorteile:

e Das System ist einfach, da es nur auf einem Kriterium beruht, wahrend der Vertrag von Lissabon eine
doppelte Mehrheit vorschreibt.

e Es ist transparent, da von der Stimmenverteilung direkt auf die Machtverteilung geschlossen werden
kann.

e Durch die Gréfkenordnung des Quorums sind Entscheidungen zugleich qualifiziert, da deutlich mehr
als 50% der Stimmen benotigt werden, und effizient, da das Quorum nicht so hoch ist, dass eine
Beschlussfassung unrealistisch erscheint.

e Das System ist erweiterbar. Bei weiteren EU-Beitritten von Staaten wie z.B. der Tiirkei muss das System
bis auf eine kleine Korrektur am Quorum nicht geéindert werden. Die Quorumsverminderung tragt
ihrerseits wieder zur Effektivitéit bei, da bei einer grofseren Zahl an Mitgliedern die Mehrheitsfindung
und damit die Beschlussfassung erschwert ist.

6.2. Ausblick

Bei all unseren Berechnungen und theoretischen Betrachtungen iiber die Stimmenverteilung handelt es sich
um mathematische Modelle. Wir haben in Kapitel 3 und Kapitel 4 zwei Modelle aufgestellt und untersucht,
und sind in Kapitel 5 auf ein gemeinsames Ergebnis gekommen, welches die nach diesen Modellen ideale
Stimmenverteilung angibt. Verbesserungen und weiterfiihrende Betrachtungen sind nun vor allem beim Ent-
wickeln neuer Modelle moglich. So gehen wir beispielsweise bei unseren Betrachtungen immer davon aus, dass
alle Wahler ihre Stimme unabhéngig voneinander abgeben. Werner Kirsch hat in seiner Arbeit [2] Modelle
fiir abhéngige Stimmabgabe entwickelt.

Weiterhin gehen alle bisher behandelten oder erwahnten mathematischen Modelle davon aus, dass das einzige
Ziel bei einer gewichteten Stimmverteilung die moglichst gleiche Repréasentation der EU-Biirger ist. Natiirlich
kénnen hier noch andere Kriterien eine Rolle spielen, beispielsweise die wirtschaftliche Bedeutung einzelner
Staaten (Geber-/Nehmerstaaten). Dies wurde bisher in den Modellen noch kaum berticksichtigt. Welche
Gesichtspunkte beim Entwurf eines Abstimmungssystems bedeutsam sein sollen, ist zumeist eine politische
Entscheidung.
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A. Anhang

A.1. Tabellen
Member state | Population | Voting power | Voting weight | Voting power
(in millions) | (Constitution) | (Penrose) (Penrose)
Germany 82.54 11.87 9.55 9.54
France 59.64 8.74 8.11 8.12
United Kingdom 59.33 8.69 8.09 8.10
Ttaly 57.32 844 7.95 7.96
Spain 41.55 6.37 6.78 6.79
Poland 38.22 5.89 6.49 6.50
Romania 21.77 4.22 491 491
Netherlands 16.19 3.51 4.22 4.22
Greece 11.01 2.88 3.49 3.49
Portugal 10.41 2.80 3.39 3.39
Belgium 10.36 2.80 3.38 3.38
Czech Republic 10.20 2.78 3.35 3.35
Hungary 10.14 2.7 3.34 3.34
Sweden 8.94 2.63 3.14 3.14
Austria 8.08 2.52 2.98 2.98
Bulgaria 7.85 2.49 294 2.94
Denmark 5.38 2.19 2.44 2.44
Slovakia 5.38 2.19 2.44 2.44
Finland 5.21 2.17 239 2.39
Ireland 3.96 2.02 2.09 2.09
Lithuania 3.46 1.96 1.95 1.95
Latvia 2.33 1.82 1.61 1.61
Slovenia - 2.00 1.78 1.48 1.48
Estonia 1.36 1.70 1.23 1.23
Cyprus 0.72 1.62 0.89 0.89
Luxembourg 0.45 1.59 0.70 0.70
Malta 0.40 1.58 0.66 0.66

Abbildung 4: Banzhaf-Index der EU-Mitglieder nach dem Vertrag von Lissabon (,Constitution) und dem
Jagiellonischen Kompromiss (,,Penrose”). Nach [7] mit freundlicher Genehmigung von Dr. Wo-
jeiech Stomezytiski

M 10 12 14 16 18 20 22 24 26
RM_ | 66.0% | 65.8% | 64.6% | 64.4% | 63.4% | 63.1% | 62.6% | 62.0% | 61.4%

opt

Abbildung 5: Optimales Quorum in Abhéngigkeit von der Zahl der Mitgliedstaaten. Nach |7] mit freundlicher
Genehmigung von Dr. Wojciech Stomczynski
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A.2. Abbildungen
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Abbildung 6: Genauigkeit der Abschétzung aus Abschnitt 4.4

A.3. Legende

In der Legende sind alle verwendeten Variablen mit ihrer Bedeutung aufgefiihrt.

e [3,: Banzhaf-Index des Staates x

B;: Banzhaf-Index eines Biirgers des Staates x

e Kj(x): Anzahl der von z beeinflussbaren Koalitionen in einer Abstimmung
o [/Eb(a;): Anzahl der von einem Biirger aus = beeinflussbaren Koalitionen in einer Abstimmung
o K

—

ges(x): Anzahl aller Koalition mit Beteiligung von x
o Kyes(x): Anzahl aller Koalition mit Beteiligung eines Biirgers von z

e n: Bevilkerungszahl eines Mitgliedstaates

Ein Dach (7)) iiber einer Variablen bedeutet grundsétzlich, dass ein Biirger in einer Volksabstimmung be-
trachtet wird. Ist kein Dach tiber der Variablen, bezieht sich diese auf einen Staat im Ministerrat.
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